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Cursus "Lie-groepen in meetkundige behandeling"

te Eindhoven
door

Prof .Dr H. Freudenthal

1e voordracht: maandag 5 oktober 1959

1. De reé&le getailen vormen een (commutatieve) groep G t.o.v. de
optelling a+b;
0
speelt de rol van de groep-één, en
-3

die van inverse van a. Maar tevens bestaat er in het gebiled vgnvde
re€le getallen édn limiet-begrlip, en de groepoperaties !

a+b en -a
zljn continue operaties t.a.v. dit limiet-begrip, d‘w.z.
lim (an+bn)

lim a, + lim bn s

lim (-a,) = - lim a_ .
Zulke combinaties van algebralsche en topologische begrippen (gﬁoep
en limiet) bestudeert men onder de naam "continue groepen'.

De vermenigvuldigingsgroep G' van de positieve getallen is een
ander voorbeeld. Tussen G en G' bestaat een isomorphle, die bijv.
door de functie '

£(x) =
wordt tot stand gebracht. Inderdaad doet f(x) aan de som van twee
getallen het product beantwoorden, is dus een homomorfe afbeelding
van G in G!', en met ziet gemakkelijk in, dat deze relatie eenduidig
en omkeerbaar is. Tevens is f in beide richtingen dbntinu (ja, zelfs
willekeurig vaak differentieerbaar) - iets waarop mé&h big continue
groepen ‘veelal prijs stelt.

Laat men % nu alle complexe getallen dborlopen, dah dobrloopf

X alle compleXe getallén #0, terwijl ook wéer aan de som het product



L.Gr.2

beantwoordt. Die functie levert dus ook een homomorfisme van d?
optelgroep der complexe getallen met de vermenigvuldigingsgroep
der complexe getallenv¥0. Dit homomorfisme is ook weer eenduidig
en continu, maarihet is geen isomorfisme; de origineelverzameling
van de 1 bestaat immers uit alle getallen 2win (n geheel), dus in
elk geval uit meer dan de O,

e* beeldt speciaal de optelgroep H der imaginaire getallen op
een ondergroep H' van de vermenigvuldigingsgroep der complexe ge-
tallen af, nl, op de ondergroep der oomplexe‘getallen w met
/w/=1, de "eenheidscirkel"; ook dit homomorfisme is niet omkeer-
baar eenduidig: de imaginaire as wordt als het ware oneindig vaak
over de eenheidscirkel gewikkeld. I.p.v. e® kan men ook eiX be-
schouwen, waardoor dan de optelgroep der re&le getallen Wordt af-
gebeeld op de vermenigvuldigingsgroep der getallen /w/=1.

Nog algemener kan men de afbeelding

f(X) = 'eax

beschouwen (met willekeurige vaste «) - eveneens een homomorfisme
van het additieve naar het multiplicatieve.

2. Men kan 1n de exponent van e ook eenikwadraﬁische matrix
(1in.afbeelding) schrijven

[S.o ¢ |
eA-.:;O:%T

is zinvol, omdat de optredende matrix-producten en - partiaalsom-
men zinvol zijn en de reeks, zoals men gemakkelijk zliet; conver-
geert voor elke keuze der matrix A: eA is natuurlijk weer een ma-

trix.
. eo=/l

(O = nulmatrix, 1 = één matrix).

Nu geldt echter

AHB _ AB

niet meer onvoorwaardelijk, Wel is deze formule juist, wanneer
AB = BA 1s. Want

¢ r . ~TA _tA
ag%__(ete-i‘B):O*)
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dus e tAPAYE | ionstant matrix c,

die (na substitutie t = 0) = e® blijkt te zijn, waaruit voor t = 1
oA A+B _ B

VOlgt : = 8 s
4 -A A
dus (voor B = 0) e e =1
en algemeen eA+B = eA eB .
Speciaal geldt dus ook
e(s+t)A _ oSA+EA _ sA %A ,

omdat sA en tA verwisselbaar zijn.
Hieruit volgt dat £(t) = oA
een homomorfe continue afbeelding van de optelgroep der reéle

getallen t op de vermenigvuldigingsgroep der matrices etA is.
Speciaal (voor s = -t) A A

e e = 1 r}
of eh (eA)'1 .

Wij hebben hier dus minder triviale voorbeelden van homomorfe
voorstelling der optelgroep. Tussen de eigenwaarden A van A en A
van eA bestaat het eenvoudig verband A= eA .

Vat men de n-bij-n matrix A als afbeelding in zichzelf van
een n-dimensionale ruimte op, dan is e cen van de "tijd" t af-
hankelijke afbeelding van dezelfde ruimte, dus een schaar trans-
formaties (die tevens een groep vormen), die voor t = O de hele
ruimte met rust laat. Het "snelheidsveld" van deze schaar voor

t = O wordt door differentieren naar t verkregen,

d th _ , At .
a—,&-e = Ae 3

A is dus zelf niets anders dan het snelheidsveld voor t = O,

e kunnen zelfs in een o -dimensionale ruimte overstappen,
bijv. in die, waarvan de punten zijn, de functies ¢ van een reé&le
veranderlijke x, =00 < X < +00 . De substitutie x—+x+t induceert een
afbeelding > , in deze ruimte

=, (9(x) = g(xst),

en deze Ezt- en geven weer een homomorf beeld van de optelgroep
der t-en

T { Ty {e0)}}= 2 {p(art)} = o(xamat) = g ¢ @(x),

s+t
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Ook hier kunnen we van een Shelheidsvector (bv. voor t = 0)

spreken,
d

d
e §:t( ¢(x)) = g p(x)
(dit is dan echter niet voor alle ¢-en gedefinieerd).
In beperkte mate lukt het zelfs weer

tA d _ 4
e met A = (gx Tylio = 7%

te vormen, dit zou zijn

n n
2:1: E: t d \n
= nr A" = nt ("E)

en toegepast op een functie ¢ (x):

n n
g ié.%_(zil__. o (x+t)
X

(bij reguller analytische ¢ : reeks van Taylor). We hebben dus

weer t 4
2y = 3%

(wat echter niet voor alle ¢ zinvol eh juist is),

Men kan deze voorstelling van de optelgroep in een oo«~dimen-
sionale ruimte nog in een ander verband zien: Voér een ultgebreide
functieklagse is de relatie

. o,
o*y) = = [ MV g(x)ax
21T -

5

tussen ¢ en q*eeneenduidig:,

Qo .
o(x) = o= [ ™ yMy)ay.
-0

Vor

We schrijven ook kort

Op welke wijze vertaalt Z nu de groep E:t van de ¢ -taal in de
¢ -taal?

€3] R
o= e~ (x+0)Y ¥ gyay -
t Vor -o{)
1 P Lixy o« ity ...
= = e (v) e dy
Vor —o/o ¥

= 271 g *(y)e*™),

dus als de¢ ¢ ~-en de transformatie Z:t ondergaan, ondergaan de
#*
¢ -en de transformatie
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P (0¥ (y)) = ¢*(y)et™,

dus de vermenigvuldiging met eity; en de Pt geven een nieuwe vVoor-

stelling van de optelgroep, waarvan het snelheidsveld voor t = O
is de vermenigvuldiging met iy, dus

dpP
(), -
dt £=0

- o1ty
en Pt = e o

3. De tot nu toe behandelde groepen (voorstellingen van de
optelgroep) noemt men éénledig. We behandelen nu algemenere.

We denken ons een groep G van n-bij-n matrices, die binnen de
verzameling van alle n-blj-n matrices een r-dim varieteit vormen,
dwz, in de omgeving van elk element aoe;G kunnen we re&€le of .com-
plexe parameters ra,...,rp invoeren, waarvan de groepelementen een-
eenduldig afhangen; deze afhankelijkheid wordt bovendien twee keer
continu differentieerbaar met functionaalmatrix van de rang r ver-
ondersteld; in elk punt ao bezit G dus een r-dim lin raakvarietelt,
en deze raakvarieteit hangt weer continu differentieerbaar van a
af.

0

Zulk een groep noemen we een (re&le of complexe) Lie-groep en
wel omdat de elementen lin.afbeeldingen zijn, een lineaire Lie-
groep,

Voorbeelden: qu alle n-bij-n matrices a met det a # 0, als
parameters kan men de matrixcoefficienten zelf kiezen.

G2: als Gq, maar met det a = 1; een der genoemde parameters

is overbodig.

G,: de orthogonale n-bij-n matrices; dus aa' = 1 (a' = gespie-
gelde van a). Zoek zelf geschikte parameters!
Gy: de unitaire n-bij-n matrices; dus a a' = 1,
G5: de matrices (1 m)
o B
Gg: de matrices ( el®t o )
&, , t regel . 0 eipt

Opmerking: Zijn Ky fB relatief onmeetbaar, dan komen voor geschikte

willekeurig grote t deze matrices weer in de buurt van (1 O)
0 1

terecht (dus ook van elk ander element); nemen we echter in een om-
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geﬁihg van zulk een matrix alleen die op met weinlg afwijkende t,
dan valt ook dit voorbeeld onder het gedefinieerde type. De exacte
formulering brengen we later.

L, Uit zulk een r-dim groep G pakken we nu een schaar 3y,
die twee keer continu differentieerbaar afhangt van een parameter
t (niet noodzakelijk een ondergroep); we veronderstellen verder
a, = 1. Van deze schaar vormen we weer het snelheidsveld voor

t= 0, dus a,
A =<'”‘dt )t=O ;

zoiets heet een infinitesimaal element van G. De verzameling P
van alle mogelijke inf.elementen van G heet de inf.groep van G.
' zal blijken volgende bijzondere eigenschappén te bezitten:

1. [ is een r-dim 1lin ruimte (de raakruimte van G in 1),
dus

1.1 Ael — xAel (o getal)

1.2 A,Bel" — A4Be T

1.3 Er zijn Aq,,..,Arer‘ met
1.3.1. A =Z°<v A voor elke AeTl

1.3.2. 2a,A, =0 — alle o, = 0.
2. Ael" , Bel — [A,B] = AB - BAET
[A,B] heet infinitesimale commutator van A en B. Op twee bijzon-

dere eigenschappen van de commutator wijzen we meteen:
| [A,B] + [B,A] =0 |

[[2,8] so] +[[B,c], a] + [[c.a] ,B] =0

(de tweede heet ook de Jacobirelatie).

Elke verzameling [ > dle aan 1-2 voldoet heet een (re&le of compl.)
Lie-ring, We weten dus: elke inf groep is een Lie~ring.

5. We bewijzen het gestelde
dat da

. _ ot
_EE')O , dan is oA "('“?ﬁ?) o

d d N
at) o B =( bt) o’ dan is ook c(t)=a(t)b(t)

1.1, Is A =(

eén toegelaten schasr en
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de a db
('ar>o-(d)»o+dt o=4*BE.

1.3. We stellen in’a(rq,...,tp) de T,= t en de overige = O,

(a(o,...,O) = 1)'
_ rda _(2a
Av" a-f)o'"(aty)o :

1.3.1. Voor een willekeurige kromme c(t) = a(tq,...,rr)

"q;=¢Jt) met ¢,(0) = 0 (alle v ) geldg dan
_rdey EE ¢y) _
A= (gg) =2 Drv)o(dt 0= %A,

1.3.2. De afbeelding van de T -ruimte in de ng—dim ruimte

der n-bij-n matrices bezit een functionaalmatrix met de rang r;

de r raakvectgren Av zijn dgs onafhankell jk.
a A
2. A = (-———t-)o B =(%Et')o . We vormen de commutatorschaar

dat
_ -1, -1 . -1 _ .
Cp = atbtat bt £ G, Uit a,a, = 1 volgt door differentieren
-1
da . da
-1 T _
T % Y g =0 (1)
* da da.
) o - (%)
dus (dt o= "\a /o (2)

en door (1) nog eens te differenti&ren

2 2 -1
2 L - =2"‘"o=2A’(3)
dt</ o dt 0 dt

en hieruit ‘
(g.g_) -0
o]
en volgens (2) en (3):
(dzc) =(d2a) +( d2b> +(d2a"") N
a6/ o \at?/o \dt2/o at° /o at2 /o
+ 2AB - 2A° - PAB - 2BA - 2B° + 2AB
’ = 2(AB - BA),

Definieert men een nieuwe schaar
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2
kS = Cy door s = t°
dan wordt 5
dk ) ' de (d ¢ )
( ] X 1 t 1 t
- llm S ——— = = ; = AB - BA
45/0 g0 PP AT T E A geR g ’
dus [A,B]er.

6. Voorbeelden,
G,: I' bestaat uit alle n-bij-n matrices A, want det e®AZ o

A A
tA ¢ G, en(—djaet )o= (ae*®) = a,

voor kleine t, dus e o

. ) — d —
Gzi Uit det at_1, volgt 3T det a, = Qfmﬁfs
(é% 211:“1;v4(t)' (t) = (T, g

9n 74

Z( )= 0

(want ggg) = 0, of 1 naar gelang u#v , of u=v ),

Dus spoor A = X (A) = O voor alle Ael ., En omgekeerd: Is Y (A) =
en zijn de A eigenwaarden van A, dus > A = 0, dan zijn e v die

van eA, dus det e = 1. Dus I de verzameling van alle A met%

X(A) = 0.

GB; Uit a.a t = 1 volgt ( )O + ( )O = 0, dus A + A' = O,
dus alle Ael scheefsymmetrlsch En omgekeerd Is A scheefsymme-
trisch dus A + A' = O, dan is '

: 1% v
() = (EEa7) - F Bren)” < o7E
tA, -
=(e )11
dus etA orthogonaal. Dus " = verzameling der scheefsymmetrische A.

Voor het geval n=3 zijn U deze transformaties al als "infini-
tesimale draaiingen" bekend:

0 -u3 u2
-u2 u1 0

Ax kan dus worden geschreven als uitprodukt [u,x] s waar u de draai-
asvector is. (Deze [...] niet met commutatorhaken te verwarren!),

Gy: Analoog blijkt: I' bestaat uit de matrices met A + AT =
oftewel iA = TEKTT - dus Hermitische matrices maal i.

) 0 P)
G5i ' vestaat uit de (kO ¢
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In alle gevallen kan men de Lie-ring-eigenschappen gemakkelijk
verifiéren. Speciaal is bij G3 voor n = 3 met A als boven en

0O - V3 V2
B = v3 0 -v,‘
-v2 v1 0

Ax =[u,x] , By =[v,y], dus

[A,B] z=AB z - BA z = [u[v z]] - [v [u zI}:[[u v] z]
dus bezit {A,B] als draaiasvector [u,v] . (Achteraf blijken beide
soorten [...] equivalent te zijn.)
Ga nog na, wat de relaties tussen de eigenwaarden van A en eA
bij de afzonderlijke voorbeelden betekenen! .
Een Lie-ring in een o -dim ruimte komt in de quantenmechanica
voor:
£(x) —s £(x)
: P(X) —> ad" £(x)
: £(x) — x £(x)
[A B] [a,cT]=0,[B,c] = a.
De bijbehorende groep bestaat uit de afbeeldingen

£(x) —s aebxf(x+c).

7. De betekenis van [' voor G blijkt alvast uit het volgende:

We differenti&ren ag € G voor t=t_ . Nu 1s bt = at1 a weer een
kromme in G, maar tevens bto = 1 dus (—g¢ db) ®dus (—Tr)te' at£1‘
En omg?keegd: Is Ael" , dus A = zekere ( % » dan is voor 1edere
d(ab :
a : (*"Efin)t = ahe al, Dus is de raakrulmte van G.in elk
o

punt a ¢ G vastgelegd, nl.
=apa

Ultgaande van G kunnen we [ en hierbij ep vormen, Is dit weer = (39
Heel gemakkellgk kan men meteen zien, dat e ¢ G is,

Zij A = (d ) e, dus ap =1+ tA + te(t), waar 1lim € () = O voor
t->0, Nu is eveneens in @ bevat

(a1/0)" = (1% A/n 4+ (1/n)e(1/0))",
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en dit nadert voor n—»w tot eA, wat dus ook in G bevat moet zijn.

(Dit bewijs heeft het nadeel, dat het niét zo gemakkelijk uit-
gebreid kan worden in een richting, die we later nodig zullen heb-
ben.) We kunnen ook als volgt redeneren:

De schaar bt = etA'is volkomen gekenmerkt door de differen-
tiaalvergelijking
dbt Ca
dt t
met de beginvoorwaarde
b =1,

o}
die uniek oplosbaar is. Wat we moeten aantonen, is dat die oplos-
baarheid reeds binnen G geldt. De raakruimte van G in a is al’,
dus is er in elk punt a <€ G een richting %% = aA in een raakruimte
te vinden; het richtingsveld

da
ﬁ?g = atA
gelegen op de groepvarieteit G is dus binnen G integreerbaar en on-
der meer 1s er een oplossing met a5 = 1.
Hieruit volgt bt = at,'dus etAe G.
Wat we hier voor A hebben gedaan, geldt voor alle elementen
van I' , en nog meer: 2Zij (als }n 5.1.3)

2a _
A‘/-—- (—5—_{;)0’ Vo= ’l,.t.,r
eéh basis van *,
ety By _ T +26, A, + L.

is een punt
= St A
a(t/lg ® ooj—tra) e /I + -T’V‘-‘/-‘- e o o

van G. Dit leidt tot een afbeelding in de buurt van (0,...,0)

(61,.,.,af)-v(71,.,,,zr)

met futctionaal-matrix 1, dus een "1-1-afbeelding op". Dus stemmen
ep en G in de buurt van 1 overeen.

We kunnén gé Gﬁ"“"gr als nieuw parametersysteem in de buurt
van 1 gebruiken + een "kanonisch" parametersysteem. G wordt hierin
vodrgestéld door S 6,4,

¢ .

In de nieuwe parameters is G zelfs analytisch.
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G wordt in de buurt van 1 overdekt door eenledige ondergroepen
’ tZG'VAV
e P)
zodat er door elk punt # 1 precies één gaat.

Tenslotte is gebleken, dat G (in het klein) door ' volledig
is bepaald. :

Over heel G hoeven deze dingen niet te gelden,
Tegenvoorbeeld: G bestaat uit 2-bij-2 matrices met det = 1, waar-
bij ook complexe coefficienten kunnen worden toegelaten. [ bestaat
dus uit de A-en met X (A) = O. Bezit A gelijke eigenwaarden, dan
moeten deze dus O zijn, die van e dus peide 1. Zij a = ('g “1).

a kan niet op de diagonaalvorm worden gebracht. Was nu
a = et (Ae ), dan zou hetzelfde voor A gelden, dus zou A gelijke
eigenwaarden hebben, dus beide = O, dus zouden die van a beide 1

zijn, terwijl ze in werkelijkheid -1 zijn. Dus is a¢ ef1

8. We beschouwen nu twee 1lin Liesche groepen G en H en eéen
homomorfisme © van G in H, waarvan we nog veronderstellen, dat hij
ook twee keer continu differentieerbaar is. 8 induceert een lineaire
afbeelding van de raakruimte ' van G in de raakruimte A van H, en

wel beantwoordt aan
d

a
A()ef‘

BA = (‘EPE"‘) A

Maar eveneens beantwoordt aan

da,b.a, b, "]
[A,B:]= = ( : ztg : )
~ae(aba, b, )
0 [4.8] = 3 (— )=
L Ale) ORI Eay) T or) T
- ° dt2 °
= [ea,8B].

& is dus niet alleen lineair, maar ook ring-homomorfisme,

Een O , die een ' op een A lineair afbeeldt zodat [en, 9B ] =0[A, B]
wordt algemeen een homomorfisme van inf. groepen genoemd.
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Is 8 %.o.ﬁ. G —H een isomorfe afbeélding resp. een afbeel-
ding op, dan geldt hetzelfde t.o.v. "= A . |

Speciaal beschouwen we de inwendige automorfismen van G. Bi]
elke ¢ hoort een inwendig automorfisme van G

-

a ~»cac"‘, (1)
dat we ook ¢ noemen, dus

ta = cac“q,

De C vormen een groep 6, de geadjungeerde groep van G. Yant

] =Ty ~1_ e
cq(cza) = c,‘(czac2 )c1 = (cch)a(cqcz) = ¢, Cha,
dus ~ ~
¢.8s = C Th, (2)

d.w.z. het product van twee elementen van G is weer in G. Verder
is 1 het é&énelement van G en wegens
e~ = ce™ V= T
e’
. -1 . ~
is ¢ het inverse van ¢.

Door ~
C > C

is G op 5 afgebeeld, en dit is een homomorfisme (zie 2). De kern
van dit homomorfisme is het centrum van G.

Het automorfisme (1) van G in G induceert een ringautomorfisme
van I' in ", te weten: is

da
A:(_a_ﬁ»t>
Q ’ __fl
dan is » (d(éat)) d(ca.c )) (dat> 1
A =\mag—/), = R i A
dus 1
CA = cAc™ ',

Dat T een automorfisme is, is ook direct te zien, b.v.
c[A,B]c',l c(AB-BA)c"q = cAc'chc"1—ch—1cAc—1=[cAc'1, ch"q].

Deze ¢ (I—T) vormen weer een groep, die we ook weer de ge-
adjungeerde groep van G (precieser de lineaire gead jungeerde groep)
en ook weer met & aanduiden, Als boven geldt (2).

DaaE G een groep van lin.afb. van I’ in [ is kunnen we er die
algebra I van trachten te vormen, ¥e kiezen dus een kromme Et in G

~ e de i
met ¢ _=1 en (——L) = C en vormen (g:i = C ,
e} at o at o

(dé’t‘) (d"c’tA) (d(ctAct_/l))
), A= \Ta, e/, = CA - AC,
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Uit deze afbeelding G van I' in ' is I' gevormd.
We kunnen dit proces generaliseren. I.p.v. inwendlge kunnen
we willekeurige automorfismen van [ beschouwené Zij et een schaar

e
van automorfismen van ' met eo=1. Dan is O = ?Eikjgeen automor-
fisme van [' , maar uit

e.[2,B]=[6.8,08]
volgt door differentiatiev
aQfaB]=[QaB]+[A,0B].

Een lineaire operator met deze eigenschap heet een inf. automor-

~ .
fisme of een derivator. Uiteraard is ook C een derivator. Dit is
ook rechtstreeks te zien

¢{a,B] = [EA,B} +[A,6B]
is namelijk niets anders dan de Jacobirelatie.
Dat de C een Lie-algebra vormen, is ook weer direct te zien:

(«8)A= a(CA-AC) = (2C)A-A(xC) =[xC,A] = (XC)A,

(Cq+02)A = C A+C A = C,A-AC, + CoA-AC,
= (C,+C5)A = A(C.+C,) = C +CA

[EA,EQ]A = 51~.A-5254A =[c s[CR1]- [Cp[C,5AT1=
""::"‘,:-7/
(Jacobi) [[c,c,],A] = [C,.C5] AL
Tevens volgt hieruit, dat
¢ —C

een homomorfisme van ' op P is,

9. We gaan nu uit van een willekeurige Lie-algebra ' van 1lin.
afb. We laten zien, dat hierbij een Lie-groep G hoort, die I' als
inf. algebra bezit. Uliteraard trachten we G uit eP te construeren.
Uit

gf (etCAe‘tC) - [C,etCAe'tC]
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volgt door herhaalde toepassing en reeksontwikkeling

2 LY
eCp ot a4 %%-[C,A] + %T-[C,[C,A]] Fi.. = e,

dus o ,
e = eaeCer, (1)

Straks hebben we nog nodig -

A s ~ ¢

k=f eCas =1+ 0.6+ 102 4., =]
o 2T~ T 3T G

K is 1-1 voor kleine C. Precieser: wil det K =0 zijn, dan moet
eenh eigenwaarde van K verdwijnen. De eigenwaarden van K dﬁukken
zich in die van & als volgt uit: zijn A die van G, dan zijn
e/;ﬂ die van K. Dus alleen eigenwaarden 2nw i van C kunnen tot
verdwijnende van K aanleiding geven. We kiezen in [" een bolomge-
ving U van O zodat voor Ce U geldt: alle eigenwaarden van ¢ zijn
absoluut < 2w ., Voor Ce U is K éénéén.

We vormen de variéteit eU en tonen aan, dat in elk 21Jner
punten e (Ce.U) de tangentiaalruimte net (de gewenste) efr is.
We trekken door e een differentieerbare kromme (%) met c(t)e U,

c(0)=C. Ve tonen aan, dat ()
C

(4 —) eefr.

-sC(t) 2 sC(t) _

=5 =

Stel: e Y(t,s),
differentiser dit naar s (onder verwisseling van de differentia-
ties naar s en t):

oY e-SC(t)C(t)

2L eSC(t) | -sC(t) 2 (C(t)esc(t))

0
i
- e=50(8) ga(s) 50(8) ¢

(wegens (1)). Integratie naar s geeft

¥(t,1) = gﬂ o=SC(t) %% (t) SC(t)4q ¢ ",

dus (6)
d _Clt C
(a—_'t— e )Oe e F N
We tonen verder aan, dat bij geschikte keuze van C(t) (met
¢(0)=C) de varisteit e°I' uitgeput wordt.
Stel C(t) = C + tB. Dan wordt
1

-C , 9 C(t) -sC,_sC ~SC
e (at ) = ¥Y(0,1) = g' e "YBe~ds = é'e ds B
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en dit doorloopt (bl vaste ¢) met B de nele r ; ihdied CeU
blijft (zie het boven gezegde over K). Dus doorloopt
d _C(%) C
= & heel e’ ",
(3% )O

We weten nu, dat eU in elk zijner punten eC een variéteit is

met raakvari8teit ecf‘. We tonen nu aan: Voor elke Ac U is er een
bolomgeving V van O in " zodat

eAeVC. eU

is, Stel
c(t) = et B,

Dit voldoet aan de differentiaalvergelijking

—=L = c(t)B (2)

met beginvoorwaarde
c(0) = &P, - (3)

C C

In elk punt e~ van eU kunnen we de richting e”B uit de raakvarié-

teit ecf' van eUavoorschrijven. Dit véctorveld op eU kunrien we op

el integreren tot eeti oplossing van
8- C8) _ Oty (¥)
met | c(0) = A, (5)

Precieser (4-5) heeft een oplossing (0 £t £1) voor voldoend kléine
B, zeg Be 2zekere V, die van A afhangt. De oplossing is uniek; dus
(vergelijk 23 met 4-5)

c(t) = ec(t)e eU,

(1) = (1 o,

ePeBe eU,

eAeVC eU.

Merk verder op, dat met ac e¥ ook a'qe.eU, indien we van U
eisen, dat U=-U.

eU is nu, wat we een groepkiem zullen noemen; in eU is ap~
niet onbeperkt gedefinieerd, maar bij elke a ik voor b een omgeving
van 1 toegelatéh. We moeten eY tot een groép G Uitbreiden. ¢ is al-
gebraisch gelefinieerd, als de door eV voortgebrachﬁé groep. We
moeten G nog topologiseren. Dit geschiedt door de éié; dat in de
buurt van elke ae ¢ de topologie van an heerst. Precieser:
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Laat b‘ en b, lin.afb. met det b, #0, det b,#0 zljn. Dan is

U A s v ] ,© U U
bqe rsbge open in bqe en in b2e . Immers, zi]j ae:bqe r%pee , dan
is bi"qa eeU; dus is er een V, als daarstraks metvbi“1a$ Le eU;
noemen we V de kleinste onder de Vq,vg, dan is ae’'c¢ bie s dus
aeV< bqun bgev, maar dan is aeV een omgeving van a, die in
b evr\bgeV ligt.

Hierult volgt: is M open in bqu, dan is Mr\b2eU open in b2
We stellen nu vast: een verzameling M van G heet open, als zijn-
doorsnede met elke an (aeG) open is. Dat is een topologie in G,
.die op grond van het voorafgaande in elke an de daar reeds aan-

wezige topologie induceert.
G wordt op deze manier een analytische vari8teit en een Lie-
U, dus met de infinitesimale algebra I ,

1
eUG

groep met kiem e

10. We laten nog zien: Ieder ringhomomorfisme ©, ©€I'c A, van
inf.lin. Lie-groepen laat zich uitbreiden tot een homomorfisme van
bijbehorende kiemen, (Over de hele groepen hoeft dit niet te luk-

kenf) We vormen . /A o
’ A = voor A€,
0 ©(a)

De A* vormen één nieuwe inf.ring, die volgens 9 tot een kiem kan
worden uitgebreid, bestaénde uit de

A
A* e 0
© =( 0 ee(A)) ]

We hebben dus bij voldoende kleine A en B een C met

eAeB = &f
O(R) 8(B) _ 8(C)
Ay _ _8(a) . . .
Definiéren we (e ) = e » dan is © een homomorfisme van de kie-

FiY
men, e(ep)c.e . Is © een isomorfisme resp. een afbeelding op t.o.v.
- A, dan geldt hetzelfde t.0.v. erﬂ,e

"11. Ve weten nu, dat groepkiem en Lie-ring elkaar wederzijds
bepalen en wel zo dat aan isomorfe weer isomorfe beantwoorden. Er
geldt echter meer:

Z1j I' een abstract gegeven Lie-ring (dus niet uit lineaire
transformaties van enige ruimte bestaande), d.w.z.
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1. I' is r-dim.lin.ruimte,
2.Er$in?%m”mmmmt"[.n,”.jrmt
2.1 (s4,8] = «fA,B]
2.2 [A;+A;,B] = [A,,B] +[4,,B]
2.3 [A,B]+[B,A]=0 |
2.4 [[a,B],c] + [[B,c] ,a] + [[c,a] ,B]= o,

Dan is [' isomorf met zekere Lie-algebra van lin.trsf. van zekere
1in, ruimte,.

We bewijzen dit hier niet. We beschouwen in 't vervolg alleen
Liegroep-kiemen en Lie-algebra's van lin.tpsf.

12, Is [' de inf.algebra van G, A een subalgebra van [’ (d.w.z.
[A, A]C A)en H de bij A horende Liegroep, dan is uiteraard Hc G.
Op een voldoende kleine kiem is de topologie van H de door G gein-
duceerde. In het groot hoeft dit niet te gelden.
Voorbeeld: '

it '
e 1 0
G de groep van de it2 B t,‘,t2 re€el.
0 e
eims 0
Hon 1 n n( o eilas s 4B vast reéel,
onéerling onmeetbaar,

s variabel reé&el,

Volgens de in H vastgestelde topologie zijn die elementen van H

"vlak bij 1", waarvoor |s| klein is. Er zijn echter voor elke & >0
willekeurig grote s met ]elds-1]< € én lelﬁ§3—1

< & te vinden, en
in de zin van G bevinden de hierbij horende elementen van H zich
ook in de buurt van 1.
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13. Op algebraische wijze krijgt men dus sinusgroepen (kiemen)
van de gegeven Lie-groep G. Men krijgt zodoende zelfs alle in het
klein afgesloten ondergroepkiemen van G (nadef te preciseren):

Zij G de Lie-groep en eU een kiem van G. Van Hc G wordt ver-
ondersteld:

1) H is niet leeg, afgesloten deel wvan eU,

2) uit a,beH en ab” ¢ eY volgt ab~ e H.
We tonen de existentie van een subalgebra A van I’ aan, zodat H en

A’YU in een omgeving van 1 met elkaar overeenstemmen.
A wordt als volgt gedefinieerd: A ¢ A dan en slechts dan,
als er een rij Anet’ bestaag met
n

a,6 = e ¢H en lim a, = 1,

en bovendien een rij positieve getallen mn met
lim “nAn = A,

Merk op, dat lim A =0. Verder: is A#0, dan moet noodzakeli jk
lim X =00 zijn.

In deze definitie hadden we ons tot rijen natuurlijke getallen
kunnen beperken, Immers, met D= [m 71 is (voor A#0) 1lim P A, =
= lim unAn+lim(pn-a )A , en de 1aatste limlet is 0. A

Yle bewljzen: voor alle A¢AnU is e e H. A = 1lim pnAn’ e "eH
(zie boven). Verder e ' 1 = (e 1) nﬁaH voor bijna alle n, dus wegens
de afgeslotenheld van H ook lim e ° U = eAE,H Hierbij is de bewe-

ring (e n) DeH (bijna alle n) instructief te bewijzen: Wegens Ae U

zijn bijna alle pnAne;U dus >A ¢ U voor alle natuurlijke p s N

is nu a& (e n)pe,H dan is naar veronderstelllng 2 omtrent H ook
(e P)Pe"n ¢y,
Ve bewijzen verder: Is c(s) een differentieerbare kromme op H

met c(0)=1, dan is (g%égl)s=o€:A . Immers c(s)= eC(s), waarblg C(s)
een differentieerbare kromme in U is. ¢'(0)=C'(0)=1im n C( )e A,
We bewijzen, dat A een Lie-algebra is. Uit A ¢ A volgt otAeA

triviaal volgens definitie. Zij A,B ¢ A . Dan weten we al: eSA,

SBe,H voor kleine s (namelijk voorzover sA,sBeU zijn). Dus voor
voldoende kleine & ook eSheSEo c(s) € H. Dus ook A+B—(§%£§l) €A,
SA_SB_-sA_-sB de(s) %
ee Te "TeH, dus [A,B]= (==4-) ¢ A .

d(s“) o ARU
We moeten nu nog bew1gzen, dat H in de buurt var 1 door e 2"

wbrdt uitgeput. In " kiezen we een basis A "’Ar’ zodat A,,...,A

Evenzo:. c(s)=e

14 1? q
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een basis van 4 vormen. In de nabijheid van 1 geldt

Tqu eeotT A A .+tr,AP 1A1+ r,Ar,

aq eTq+1 q+1+‘ _ ,

waarbij de ¢ functies van de T zijn. Reeksontwikkeling toont aan

(1+T1A1+...+?qu+...)(1+IQ+1Aq+1+...+TPAP+.°.) =

= 1+6aA1+,..+GPAP+..,,

dus G, = T, + ...

zodat de functionaaldeterminant van T-—s ¢ in de buurt van 1 ligt,
dus #0 is. De Thsee
als cobrdinaten bruikbaar. Met Tq+1
tensysteem de door eA' voortgebrachte Liegroep in de buurt van 1

5T zijn derhalve in plaats van de Chsrresty,

=;..=tr=0 wordt in dat co®rdina-

beschreven; door tQ+1=const,...,rP = const een rechtsnevenklasse.
Stel H had in elke nabijheid van 1 nog elementen ¢ e 2" U, zep

met de codrdinaten tq(n),..,,tr<n> édle naar O convergeren), Nu is

ook het punt met de cotrdinaten = n) ,.,tq n),O,...,O in H, dus

ook dat met 0,...0, -zé+1,...,zr(“) in H. Stel

_ . (n) (n)
Bn _'rq+ﬂ Aq+,lj—...+tP Ar

%, = (té2%2+...+rr(n)2)'%

Nu hébben aan cog&fficienten, die begrensd zijn, maar niet allemaal
tot O naderen. Er is dus een deelrij van man met de limiet B#O,
dus volgens definitie B 6 A, Gezien het verdwlijnen van de eerste g
coéfficiénten is echter B¢ A . Dus is er een omgeving van 1 waarin
eA'ﬁ[]nmt H overeenstemt.

Uit de bewezen stelling volgt onder meer, dat elke afgesloten
verzameling G van 1in. trsf. van een lin. ruimte met de elgenschap,
dat voor a,b in de buurt van 1 uit a,be G volgt ab'qe G, in de na-
bljheid van 1 met een Liegroep van lin.trsf. samenvalt,

Door het voorafgaande wordt gerechtvaardigd, waarom wij ons in
de theorie der Liegroepen zullen beperken tot ondergroepen, die door

een subalgebra worden voortgebracht.

14+ Gegeven twee Liegroepen G en G' met de Lie- algebra'sTen I''y,
leh ze in lineaire ruimten R en R! voorgesteld, dan is het directe .
product Gx G' in de directe som RiR! voorgesteld: een element (a,a! )
van Gx G' werkt op R volgéns a, op R' volgens a', dus (a,a')(x+x!)=
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= axfa'x'. DevLie—élgebra van GxG' is de directe som
Pimrs (AFAY) (xixt)=AxtArx', [A40,0iA1]= 0. In 't vervolg schrij-
ven we A i.p.v. A0, A' 1,p.v. OfA',

tle beschouwen weér een homomorfisme ¢ van G in G', veronder-
stellen echter alleen dat ¢ continu (niet noodzakelijk differen-
tieerbaar is). We bewijzen dan dat ¢ vanzelf analytisch en door
een homomorfisme van [ in "' geinduceerd is. We behoeven van ¢
trouwens ook alleen te veronderstellen, dat het in een nabijheld
van 1 (op een kiem eU) in G is gedefinieerd.

De elementen (a, ¢ (a)) vormen een verzameling H. Nu is
(a,w(a))-(b,@(b)f1=(ab'q, q(ab'q)) weer in H (eigenschap van homo-
morfisme), Verder, als (an, ¢(an))e,H en lim(an, q(an))=(a,a')a eV
is, geldt lim a_=a, lim y(an)=a‘, dus (continuiteilt van ¢):
¢(a)=a', Dus ook (a,a')e H, '

Bij H hoort dus een Lie-algebra Acl £ M'!'. In een nabijheid
van 1 stemt de verzameling van de (a, ¢(a)) overeen met die van
de eA+A'(A+A‘E,A). Wegens eA+A'=(eA,eA') is dus eAizv(eA) en hoort
er bij elke A één A' met A+A'e¢ A. We stellen A'= ¢ (A) dan en
slechts dan als A+A' ¢ A is,

Met A+ ¢ A is ook aA+u@(A)en, dus ¢(a A)= xg(A). Met
A+ ¢ (A) en B+ ¢(B) is ook A+B+ ¢(A)+ ¢(B)en , dus ¢(A+B)= q(A)+¢{B);
verder [A+ ¢ (A), B+ ¢(B)Jen , dus ¢[A,B] =[¢A, ¢B] . Dus 1is ¢
eén homomorfisme van " in [ '. Wegens eA+(PA=(eA,e¢A)=(eA,¢eA) is
@eA=qu, dus brengt ¢ :I'—=T''" de gegeven ¢ :G-=G' voort. We zagen
al in 10, dat ¢ dan een analytisch homomorfisme van G in G' is.

15, Zij H de door de subalgebra A van ' voortgebrachte onder-
groep van G. Dan en slechts dan is H normaaldeler van G, als A
ideaal van I' is (d.w.z.[[,a]c A]. |

Immers "H is normaaldeler" betekent "H is invariant bij de
gead jungeerde groep van G". Verkeert H in deze omstandigheid, dan
is de inf., algebra A van H invariant bij de inf. algebra van de
gead jungeerde groep, dus AACA voor Ael , dus [ I',A]c A, Omge-
keerd als [F,A]ca, dan AAc A voor AeTl , dus eAAcZ.\_ s dus
aha~lc A voor a e G, dus aca” e A voor a ¢€G, Ce &A , dus aeCa~T¢ el
voor aeG, C ¢ A, dus ata~'cH.

: Een centrumelement van G is gekenmerkt door de éigenschap, bij
glle inwendige automorfismen van G invariant te zijn. Het centrun
van G is afgesloten. Er hoort een subalgebra A bij. Deze A brengt
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een in G afgesloten Lie-ondergroep H van G voort., H behoeft het
centrum van G niet uit te putten. Dit kan uit een aantal losse
variéteiten bestaan, die zich nergens verdichten (anders zouden ze
zich ook in de nabijheid van 1 verdichten). De elementen Z van A
zijn gekenmerkt door 7 I'=0, d.w.z. [Z,I]= 0.

Speciaal is G abels, dan en slechts dan als [F,fﬂ = 0. We
noemen dan ook [' abels. Is G abels, dan brengt elk onafhankelijk
k- tal elementen Aq,.. Ak van [' een Lie-algebra, bestaande uit de
2:1 lod Av, voort, dus ook een k-dim. Liegroep.

Is G abels, dan laten de elementen van G in de buurt van 1 zich

A & A
1""’Ar schrijven als e XAt %ptip

met bgtrekklnﬁ tot de basis A
» dus 1is G in 't klein direct product van r eendim.

=e 'V e rip
groepen,

Algemener: 7Zij G = G, % Gy (zie 14) en zijn T, Pys Ty de Lie-
algebras van G Gq,Gg, dan 1s wegens het commuteren van G,I en G2
ook [Pq,PQJ = 0. Anderzijds = M+ 'y, Verder LoT,=(0): Men zegt
op grond van deze drie elgenschappen ook dat I directe som van
I, en ", 1s. Dus: is G direct product (althans in het klein) van
(},I en G,, dan is [' directe som van P en I',. Het omgekeerde geldt
ook (in het klein), want a e G in de nablgheld van 1 is eenduidig
tz sghigjven alﬁ eA net Ael” , Nu is A_A1+A2 met Aié Pi’ dus
et=e 172z 1 ¢ 2,

De door [I",I"] voortgebrachte lin.deelruimte van I' is een
ideaal, want [I',[I","]] ¢ P. Dit is het "commutator-ideaal® van T ,
ook C(I") genaamd. C(")=(0) betekent, dat I' abels is. ‘

Bij G kan men de door de commutatoren aba™ b~ voortgebrachte
normaaldeler vormen, de commutatorgroep C(G) van G. C(G)=(1) dan en
slechts dan als G abels is.

Uit het bewijs van 4.2 in 5 volgt, dat de inf.algebra van c(aq)
op zijn minst C(I') bevat. Wei tonen nu aan, dat de inf. algebra van
C(G) precies C(P) is oftewel dat de algebra C(l) juist de Lie-groep

C(G) voortbrengt.

Allepeerst merken we op, dat uit a eG, Bel volgt aBaq—Be,C(P).

Voor a=e (A.erﬁ volgt dit uit de machtreeksontwikkeling in 9 . Voor

1 Byeq e -8q (a =e V) volgt dit door beschouwing
-1

van de som van de ultdrukklngen a. Bi 484 —Bl 49 waarbij Bl_a B 1

We nemen nu twee krommen a(t),b(t) in G met a(0)=b(0)=1 eﬁ

een w111ekeup1ge a=a

L = alo)as), L - b(6)B(t) waarbij dus A(%),B(t)er .



L.Gb.21

Verder is

88(6)71 _ a(e) a(e)”1, (BT n(e) b(e)”

We differentiéren nu
e(t) = a(t)b(t)a™(t)p™ (%),
waarbij we voor het gemak de t weglaten:

de _
at ~

aAba“qb'q 1.1 1

rabBa~ b~ _apra~Tp"T-apa~TBp~

il

aba'qb'q((ba"qb'q)'1A(ba'1b-1)+(a’1b"1B(a'1b°1)
(2" " Taa= o 1y -emp™ )

c(t)c(t),

i

waarbij naar het voorgaande C(t)é C(I"). Hieruit volgt als in 9,
dat c(t) voor alle t in de door C(I') voortgebrachte Liegroep ligt,
dus voor alle a,b &G is aba” b~ in de door Cc(r) voortgebrachte

Liegroep.
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16, Zij T (abstracte) Lie-algebra, A ideaal van I' ., Dan is I’ mod A

weer een abstracte Lie-algebra. De elementen van I mod A zijn per

definitie de restklassen A+4A ; de algebra-operaties zijn zinvol

gedefinieerd door w(A+a)= 0A+ A, (A+8)+(B+A)=(A+B)+A , [A+A,B+A] =

=[A,B] +4; de axioma's van Lie-algebra zijn zonder meer in te zien.
zij I" de Lie-algebra van G, A die van de ondergroep H. Tussen

' mod A en G/H bestaat een verband, dat wij zouden kunnen beschrij-

ven als "I"mod A is de Lie-algebra van G/H", indien wij ons niet

hadden beperkt tot lineaire Lie-groepen. Wel kunnen we aantonen:

Zzij AeT en U een voldoende kleine omgeving van O in 7 (afhankeli jk

A . . A
+'A(1UA1n een omgeving van e met de nevenklasse

van A), dan stemt e
eAH overeen, Dit wordt als volgt ingezien:
Voor Be A n U beschouwen we
a(t) - e“tAet(A“}-B)’
da(t) _ _~tA, t(A+B) _ ~tA_t(A+B)
—yr= = e = Bt e e

indien Bt = etA

Be =Bta(t),

e"tAB

is gesteld. Omdat A ideaal in I s dus invariant bij inwendige auto-
morfismen van ¢ is, is Bté A, dus heeft de vergelijking

zijn oplossing

a(t) € H,
dus
et(A+B) c etAH
dus
eA+B c eAH '

{(Merk op, dat met B ook B, (Ot £1) zo dicht bij O ligt, dat de op-
lossing van de differentiaalvergclijking bestaat.) Dat eA+¢$”U een
omgeving van eA in eAH ultput, volgt als vroeger uit dimensie-argu-
menten.,

17. Een groep G heet oplosbaar, als de rij van zijn commutator-groe-
pen in eindig veel stappen met (1) eindigt. Analoog heet een (ab-
stracte) Lie-algebra oplosbaar, als de rij van zZzijn commutator-
algebras met (0) eindigt, (In de taal der algebras heet dit ook
nilpotent,) Uit het verband tussen commutator-groep en commutator-
algebra volgt dat voor een Lie-groep G en zijn Lie-algebra I' de twee
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begrippen oplosbaar elkaar impliceren,

Merk op, dat de commutator-groep (-algebra) vanG (r) de klein-
ste ondergroep (sﬁbalgebra) met abelse factorgroep (restklassen«
algebra) is,

We bewijzen in 19 (20):

Stelling van Lie: Een oplosbare lineaire Liegroep (algebra)
bezit een simultane eigenvector in R (als dim R> 0},

We behoeven dit eigenlijk alleen voor groepen of voor algebras
te bewijzen. Voor groepen is het bewijs iets doorzichtiger. Het
wordt onafhankelijk van de Liegroepentheorie gevoerd., We bewijzen
algemener (feitelijk is dit niet algemener):

Zij G een oplosbare lineaire groep, waarin elk element met 1
door een continue weg kan worden verbonden. Dan bezit G een simul-

tane eigenvector.

18. Hulpstelling: Z1j G een verzameling van onderling commuterende
lin. afb. van R in zich (dim R >0). Dan bezit G een simultane eigen-

vector.
Bewljs: We kunnen ons G meteen aangevuld denken tot een lineaire

ruimte met basis aq,.a.,ar (lin.afb. van R in R). We veronderstellen
dat aq,...,ak_q al een simultane eigenvector x ¢ R bezitten en con-

strueren er een voor 84s.ees8y. Z1§ dus
a;% = A,;X voor zekere x£0 en alle i=1,...,k-1.

Z1J L de lineaire deelruimte van R bestaande ult alle z ¢R met

a;z = Riz voor alle i=1,,..,k~-1,

Stel voor z &1L: ayz = Y,
AN
Dan is aiy = 248,2 = akaiz = niakz = hiy voor i=1,...,k-1,
dus ¥ e L:
dus a c L.
1{L L

ay kan dus als lin.afb. van L in zichzelf worden opgevat en bezit
als zodanig een eigenvector x'#£0 met

@ aX'=7\X',

k k

madr naar het voorafgaande is ook
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aix' = Xix' voor i=1,...,k=-1,

Hiermee is de hulpstelling door inductie bewezen.

19. Bewijs der stelling uit 17. Merk op, dat met G ook de commu-
tatorgroep G' de eigenschap van de verbindbaarheid bezit. We doen
het weer per inductie, Een simultane elgenvector zij gevonden voor
de commutatorgroep G' van G. We construeren er een voor G, Z1iJ
x£0, X €R,

ax = Rax voor a & G'.

Zij L de lin-deelruimte van alle z met

az = Aaz voor ae@G',
Zij ceG, z &L,

Dan ay = acz = c-c”lac.z = A 4 V.

(Merk op dat cac™le @ is.) We kunnen de conclusie y eI niet on-

middellijk trekken, omdat de eigenwaarden » - en A, van a zou-
den kunnen verschillen, a heeft eindig veel® @&°
vaste a en Ct continu in t, co=1, Ca=Cy hangt de functie

eigenwaarden; bij

%C -1ac ¢ontinu van t af, kan echter slechts eindig veel waarden
t t
aannemen, is dus constant. Dus A = A_, dus
-1 a
c ac
ay = ?\aY;
dus y &L,
dus A cLecl voor alle ¢ e¢(,

We kunnen G nu als lineairc groep werkende in L opvatten. G! is
hierbij voorgesteld door scalair-vermenigvulfigingen,

CX = KCX voor c e G,

Aangezien G commutatorgroep is, is det c=1 voor ceG', dus moet
RC eenheidswortel zijn, xc hangt echter continu van ¢ af en is 1
voor c=1, dus 1s A =1, Dus wordt G' in I triviaal voorgesteld, De
voorstelling van G in L is er dus feitelijk een van G/G'. Nu is

G/G' commutatief, bezit dus naar 18 een simultane eigenvector x'#0,



L.Gr.25

z4 dat
cx! = hcx' voor ¢ €@

is, hetgeen te bewijzen was.

20, Bewijs van de stelling van Lie voor Lie-algebras: We behoeven
alleen de inductiestap van ' naar " te behandelen ([ ' commutator-
algebra van I' ).

Zi] % simultane eigenvector van Ae "', dus

Ax = 7,x voor Aef'; x£0.,

Z1ij Lp gedefiniecerd door

z €L, dan en slechts dan als (A~AA)pz:O voor alle Aerl?t,

Lp is 1lin. deelruimte van R; Lp—1C:Lp en

(A-n,)z eL__, dan en slechts dan als z &Ly (1)

&

We bewlijzen inductief

C ch.Lp voor C el

+1

door C L ¢ L, . . (2)

p-1

te veronderstellen,

ZiJ Z elb, Cz =y
Dan is
(A-7)7 = (A= )0z = [A,Clz + C(A-n, )z, (3)
Nu is
[A,c]lent,

en naar (1) :
([A,C] - “[A’C])Z eLp"/]C Lp,

A{Agc-_‘i Z 6Lp,

C(A-n, )z ¢ CL

A c Lp wegens (2).

-1

Dus volgt uit (3),

dus naar (1)
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waardoor

(4)

CL_c L
P

bewezen is.

Uit 4 volgt: L= LJLp is invariant bij I' . We denken ons alle
elementen van ' als afbeeldingen tot L beperkt. In L hebben de ele-
menten A van ' ' slechts de ene eigenwaarde Py Anderzi jds hebben
zij, omdat "' een commutator-algebra is, allen het spoor O. Dus
Ay=0 voor Ael!', ‘

Nu blijkt zelfs Cch.Lq voor C eI , want voor

z eLq, Cz = vy, Aei
geldt
Ry = ACz = [A,C] z + CAz,
verder [A,cler:
Mo, = (0),
dus Ay = O,
dus 4 yeL,].

Daar L1 bij ' invariant is, mogen we de elecmenten van I' als afbeel-
dingen zelfs tot L1 beperken, In Lq wordt I' ' door O voorgesteld,
De voorstelling in L,l van I' komt dus op een voorstelling van de
abelse ' mod Pq neer, die volgens 18 een simultane eigenvector
bezit. Deze is ook simultane eigenvector van I ,

21.G (') wordt weer oplosbaar verondersteld. ZijG (') in R voorge-

steld. Zij x, een simultane eigenvector. In R=R1 mod xq wordt een
voorstelling geinduceerd, met weer een simultanc elgenvector X5,

Enz., De vectoren x -»¥X, Spannen een lin, deelruimte Sk van R op.

/]’ ® o
We hebben
axk+1 = Aaxk+1 mod Sk‘
Op de basis X 5%55.0. Krijgen de aeG (Ae D) simultaan de driehoeks-
gedaante N,

Stelling ("drichoeksstelling"): Een Liegroep talgebra) is dan
en slechts dan oplosbhaar als zijn elementen simultaan op de drie-
hoeksgedaarite kunnen worden gebracht.

"Slechts dan" is net bewezen. Om "dan" te bewijzen, hoeveh we
alleen aan te tonen:
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Zij G (r) de groep (algebra) van alle n-bij-n-drichoeksmatrices

N . met determinant #0 (blanco), Dan is G (') oplosbaar.

[Oplosbaarheid blijft namelijk blj overgang tot ondergroepen
(subalgebra's) behouden, ]

zij Iy (i=0,1...) de deelverzameling van I, bestaande uit
die A, die ook nog nullen hebben in de hoofddiagonaal en de eerste
i-1 schuine lijnen evenwijdig mét en boven de hoofddiagonaal. Dus
voor de matrixelementen dpq van A€ Pi geldt: mpq:O voor g £ p+i-1,
P =[. Uit de relatie

O
[rys Fi]els g

volgt de oplosbaarheid van " .
Zij Gi de deelverzameling van G, bestaande uit de 1+A met
& i e . . i
A Pi' Dan is G, normaaldeler van G,_4 en voor a &Gy beaGJ is
aba~Tp e Giyj4q- Hleruit volgt ook weer de oplosbaarheid van G,
22, Passen we de driehoeksstelling toe op de gead jungeerde voor-
stelling I' van de oplosbare (abstracte Lie-algebra) I s gan vinden

we een basis X,l,..,.,XP zo dat

~ = A od
A Xy a Kigyq MO0 Xgyee Xy

dus als Pk de door Xﬁ"““’Xk opgespannen lin, ruimte is:

[roryJer,.

Dus zijn de Fi ldealen in ' . Er is dus een opstijgende rij idealen
r 4 van " met dim Py=1,

23. Voor een (abstracte) Lie-algebra I" beschouwen we de karakteris-
tieke veelterm det(A-17), terwijl Aer loopt. De eigenwaarden van A
(dus de wortels van det(A-2)=0) worden ook wortels van A genoemd ,
Dit zijn algebraische functies hq,.o.,hr op " . In

r

det(B-n) = 2 gy (1) (-0

zijn de codfficiénten qr—i gehele rationale functies van de graad
r-1i van A, Wegens
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r
det(K-n) = ;(L (ng(8)-%) = (=) + ZVIV(A)(-O\)P—/‘

-2
+ Z h 7‘('7\.)1? +-.u
mE v

heeft men

il

0,(8) =T n,(8) = sp(E),
¢p(2) = (Zn,)%-7a = (sp K)
enz. Merk op: ¢, = det X = 0.

De veelterm det(A-2) is t.a.v. de geadjungeerde groep in-
variant, want met c=eC is

v o]
det(chAc™ '=n) = det(CAZ™ '~ )

det 3(R-n)8" 1= det(A-%),

det(CA-=)

it

Dus zijn de S invarianten van de geadjungeerde groep, dus ook

van de geadjungeerde Lie-algebra (in de zin van derivaties). Dit

-~

is trouwens ook rechtstreeks te zien, b.v. geeft toepassing van C

A—Ch=1[C,A],
op de kwadratische vorm sp Ac:
sp(CA)A + sp A(CA) = sp(CAA-ACA+ACA-AAC) = O,

De kwadratische vorm sp KQ (Killing~Cartan—vorm) speelt in

't vervolg een grote rol. Hierbij hoort nog de symmetrische bi-
lineaire vorm vy met

v(A,B) = sp A B

(symmetrisch omdat Sp XY = sp YX is).

24k, Rang van P heet het maximaal aantal functioneel onafhankelijke
onder de wortels Nseeesy, of (wat op hetzelfde neerkomt) onder de
co€fficiénten @j van de karakteristiecke veelterm.

Z1jJ deze rang 1. Voor elke keuze der getallen aj heeft de

varié€telt der A met
p.(A) = o,  (J=1,...,7)

&

een dimerisie ¢ r-1. Elke dezer variéteiten is invariant bij de ge- -

adjungeerde groep, bevat dus met een punt X ook alle ecX, Cel,

C

Dus heeft voor elke X de vari&teit der e¢”X (C er) een dimensie
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¢ r-1, De raakruimte in X aan deze lagtpbe vari&tegit bestaaf ult
de CX (CemM); zijn dimensie is ook ¢ r-1. Volgens CX=-XC is dat

hetzelfde als de beeldruimte van i, die dus een dimensie s pr-1
heeft, Hieruit volgt,dat de nulruimte van ¥ een dimensie z 1 heeft.
Dus geldt:

Stelling: In een Lie-algebra van de rang 1 heeft elk element de
wortel O met een multipliciteit 2z 1.

(Een merkwaardige stelling: als er veel onafhankelijke wor-
tels zijn, zijn er ook veel verdwijnende.)

25. Lie-algebras van de rang O hebben in de karakteristieke veel-
term uitsluitend verdwijnende co&ffici&nten, dus alle wortels O,

Eerste criterium voor oplosbaarheid: P is dan en slechts dan op-
losbaar, als zijn commutatoralgebra I ' de rang O heeft,

Bewijs: 1) Zij " oplosbaar; dan ook [ (als homomorf beeld van
" ). Neem P in de driehoeksgedaante aan. Het is duidelijk, dat
vaqr alle A,Be¢ " de [A,B] uiltsluitend nullen in de hoofddiago-
naal krijgt. Hetzelfde geldt dan voor elke C met Ce !, Dus alle
wortels van C e "' verdwijnen.

2) Zij ' van de rang O, Zij A meximale oplosbare subalgebra van
P, A is in ! vastgesteld door aan A€ A te laten beantwoorden
de lin, afb,

X - [A,X]
van ['' in zichzelf (dus Xer'). Wegens [A,AJca is A bij deze
voorstelling invariante deelruimte, dus induceert de voorstelling
er een in ' mod A . Stel dat A echt in ['!' bevat was. Dan was
' mod A wvan positieve dimensie, dus had de voorstelling een
eigenvector XO¥O‘mod A, dus

A —_— s Vo '
[A,X ] = »,X_ mod A voor A€ A,
Wegens rang = O was KA = 0, dus
[A,Xo] c A,

en de lineaire combinaties uit XO en A zouden een algebra Aq vor-
men met commutatoralgebra C L, dus Aq ook oplosbaar in strijd met
de maximaliteit van A . Dus is A=T"', dus I ' oplosbaar, dus ook

" oploshaar.
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26. Wé beschouwen nu speciale oombiexe Lieualgéﬁra's. Aéﬁgezien
voorlopig de groepen geen expliciete rol spelen, zullen we kleine
letters ook voor de elementen der Lie-algebra's gebruiken.

CM (121): Lie-algebra der groep der lin.afb, van de R, met
n_1+1 op zichzelf met determinant = 1. Bestaat uit de lin. afb.
met spoor O, \

&gl(lz 1): Lie-algebra der groep der 1lin. afb. van de R met
n=21+1 op zichzelf, die een niet-ontaarde kwadratische vorm S in-
variant laten (orthogonale afb.: indien deze vorm de één-vorm is),
Bestaat uit de lin.afb. A met AS+SA'=0. (S=5').

d?l(lé 1): Lie-algebra der groep der symplectische afb., van de
Rn met n=21 op zichzelf, gedefinieerd doordat ze een niet-ontaarde

antisymmetrische bilireairvorm met matrix S invariant laten (S=-31).
Bestaat uit de lin.afb. A met AS+SA'=0,

¥.o(122): Als 3?1, maar met n=21.

' 2
dim Ot, = (141)-1
dim & = 1(21+1) = dim £,
dim &) = 1(21-1).

27. 6%1: We beschouwen de maximaal abelse subalgebra 6 der diago-
naalmatrices h met diagonaal-elementen Waseons @ (waarbij Z}pi=0)
en verder de elementen ey (i#£J), die in hun matrix overal nullen
hebben, behalve op de ij-plaats, waar een 1 staat. Dan is

[.e sepq] = 0 voor 17‘[q9 j?‘[p:
[eij’ jk] = e, voor ik,

[eij’eki] =-€yy voor j#k,

[e..,e = h, . €0 (met 1 op plaats i en -1 op
1J Jl] o plaats j, anders 0),

8 abels,

Uit de eij samen met een basis van 6 krijgt men een basis voor heel
P .

De zojuist aangegeven commutator-relaties beschrijven de structuur
van T' volledig.
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vy

© wordt een stam van I’ genoemd (ook: Cartan ondergroép),
15 = (®3-9)ey;
0 (hee)

e

il

o SR 4

h
0

voor h €€ toont aan, dat de

ey en de elementen #0 van 6

S
de simultane eigenvectoren van © zijn, resp. horende bij de eigen-

waarde
r n . wi'-'wa en O,
J

Deze eigenwaarden als functies op © beschouwd heten de wortelvormen

(t.a.v. ) -- niet te verwarren met de wortels, die op heel T
waren gedefinieerc en waarvan ziJ de beperking tot 6 zijn. De wor-
telvormen zijn lineaire functies op ©. De niet verdwijnende vormen
een eindige verzameling W. De wortelvorm O heeft de multipliciteit
l. Er zijn 1 lineair onafhankelijke onder de wortelvormen, b.v.

W - W

,] 23 w2°w3gpoogwn~/‘—wo

n

Jedere wortelvorm is een lin. combinatie van deze met alle coef-
ficienten geheel 2 O of alle coefficienten geheel £ O.

Het aantal onafhankelijke wortels is minstens zo groot als het aan-
tal onafhankelijke wortelvormen. De multipliciteit van de wortel O
is hoogstens zo groot als van de wortelvorm O, Dus is de rang =1.

Met elke wortelvorm komt ook de tegengestelde voor. De (op scalaire
factorer na bepaalde) eigenvectoren eij van 6 heten de takken
(t.a.v. ®), resp. horende bij de wortelvormen cUi"“ﬁ'

hij heet de bijbehorende knoop.
Voor he® is spﬁ=0

2
pEZ =2 T (0-0).

1l

1<j
Zonder meer ziet men, dat
sp'ﬁ'é’ij = 0
sp eij epq = 0, behalve
. Sp ey €44 = 2(1+1),

hetgeen meer rekenwerk vereist:

€..h = (w,-w)h

eij eji i FJig
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levert tot het spoor een bijdrage wi_“ﬁ=2 indien h=hij’
e.. &..
°13 ®51 ®pg
levert voor p=i, qfj een bijdrage 1, evenzo voor p%i, a=J, en voor
p=1, g=J een bijdrage 2, samen 2(n-1).
Hieruit blijkt, dat de kwadratische vorm ¥ niet ontaard is,

28. ¥ : Men kiest als invariante kwadratische vorm het meest doel-
matig de vorm ;1 }n+1+ 5o §n+2+.,c+ ;n }qn, dus met de matrix

o= (1)

Met
A, A
3 L
en AS + SA' = O
o | | B |
hebben we A2 + A2 = AB + A3 = A,1 + A4 = 0,

Voor © kiezen we Wéér de subalgebrader diagonaal-matrices. Een he6
heeft achtereenvolgens de coefficienten @, wg,.,‘,a%,«a%,~ah,...,-ah.
We hebben volgende soorten takken e

15°
1¢i, js&n, 10p plaats ij, -1 op plaats J+n,i+n
1¢i<j-ngn, 1 " " ij, -1 " " j-n,i+n
18j<i-ng&n,q4 " " ij, -1 " " Jn,i-n,

Hierbij horen resp. als wortelvormen

W oo- W,

i 3’

w.+ w,

i g’

- W, - W, .
i

Algemeen + w, + Wy (i#j) alsmede de l-voudige wortelvorm O.
Als basis der wortelvormen kunnen dienen

@ ~w [/3 .
17520 B2T03s sty grans Wy gt
Dus weer 1, waaruit alle te combineren zijn met gehele coefficien-
ten, alle z O of alle £ 0. Met elke wortelvorm komt eer tegenge~
stelde voor. De rang is ook weer 1. De commutator-relaties zigjn
_hier iets moeilijker op te schrijven, We kunnen ons echter van het
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volgende --algemene-- principe bedienen: Horen e, e' resp, bij

de wortelvormen «, «', dan hoort [2;e'] bij de wortelvorm a+a !,
als die er is, of [e,e'} = 0. Immers uit

[h,e] =a(h)e [h,e'] = «'(h)e’

volgt wegens Jacobi

[h, [e,e']]:[{h,e] e'] + [e,[h,e']}: (m+m’)(h){e,e’}.

In het onderhavige geval =ziet men gemakkelijk, dat voor twee tak-
ken e,e', horende bij wortelvormen «,« ' met &+ & '£0,

[ese']= ien

geldt, waar e" weer een tak is. ;5 en €54 horen bij tegengestelde
wortelvormen, dus

[eij’ejijz hije.e
en wel heeft hij op de plaatsen 1 en j+n een 1 en op de plaatsen
itn,Jj een -1, De hij heet weer de bijbehorende knoop,

sp B° = 4(1-1)7 w,®

is weer niet ontaard. Dat ook y niet ontaard is, ziet men met
ietwat meer rekenwerk.

29. <§1: Men kiest als invariante kwadratische vorm
%o +51 [ap1ts - tinfo, met de matrix
1700
S ={ 00 1
010 /,

dus als bij v&, maar nog voorzien van een linker- en een boven-
rand van - de breedte 1. Danblijken de elementen van J;l van de vorm

H wn !
0 -a; -a]
81 Aq A2 met A2+Aé = A3+Aé = 0
L
aE AB Aq

te zijn, waar het accent weer een splegeling aanduidt., Voor 6 kie-
zen we weer de subalgebra der dlagonaalmatrices; een h e © heeft de

diagonaalcoefficienten O, W, W -,

1 ne "% - Bij de takken wvan

vi komen nu nog takken
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€3 (181¢n) met 1 op plaats oi, -1 op plaats i+n, O,
e;o (1351sn) met 1 op plaats io, -1 op plaats 0, i+n,

Ze horen resp., bij de wortelvormen Wi en - w,, zodat

regs bey tws (14])

samen met de l-voudige O alle wortelvormen zijn. Als basis kiezen we

-l w

w,]“ﬁ)g, cuguwsg.,.@,wn_,‘ n_s n

Dus weer 1, waaruit alle als vroeger zijn te combineren, Rang weer 1,
Het overige analoog als vroeger,

30. dﬁ%: Men kiest de invariante antisymmetrische bilinealmvorm met

matrix c 1
S=(
-1 0
Met A AL (A1 Ag)
T\A, A
3 74
en AS + SA' = O
—A ! ~ At | I
hebben we A2_A2, AB_AB, A1+A4 = 0.

© als vroeger. De takken en wortelvormen analoog aan die van Ui,
maar er komen bij

horende bij wortelvormen 2cui resp,~2<ui. Dus alle wortelvormen
zijn: w,, Fwt g (i#£j) en l-keer O. Dus is:

W, ~ W W e o o @ - W w °
17 72 WoT Was ey w n*2 %y

n--1

Al het overige analoog.

31. Wat wij hier bij le, ﬁj,afl, Uﬁ hebben opgemerkt, is typisch
voor de halfcirkelvormige Lie-algebras, waarop we straks zullen

terugkomen, Inmiddels zij T nog een willekeurige Lie-algebra.
In I kiezen we een ho, dat het maximaal aantal verschillende
wortels bezit. Bij een wortel o beschouwen we niet alleen de eigen-




L.Gr.35

vectoren x & I* (dus Zw -®)x#0), maar alle oplossingen x van
(Eomm)ix = 0 met willekeurige natuurlijke 1.

Deze vormen een lineaire deelruimte f; van I' . We bewljzen:

[r;n%jc-g+ﬁ,

waarbij met T is bedoeld (0), indien «+B niet wortel is;

oL+

~ i ~ 3

(hy-o)"x = (h_-p)y = o,

(hy-a-p)[x,5] = [ (R-w)x,¥ ] + [x,(h-w)y ]
Herhaalde toepassing levert op

(ﬁo—a«ﬁ)l+j+1 [%,7]= een som van [(ﬁmodp:x,(ﬁ~ﬁ)qy] met
pta=i+j, dus of p i, of gz j. Dus verdwijnen alle summanden,
Speciaal is [F , ]cP , dus is T subalgebra, Zij nu h el

zo dicht bij h o? dat geen bij h verschillende wortels bij h samen-

vallen, & is 1nvarlant pij h want [ro.r et . In . heeft h
slechts één eigenwaarde, want anders zou hbt er meer hebben dan ﬁb

We noemen hem «(h), terwijl we die van h nu m(ho) gaan noemen,
#(h) is in een omgev1ng van h geoeflnleerd
In F heeft h zeker de elgenwaarde 0 want hh = O en hel o €N
ook geen andero eigenwaarde., Dus is voor i=dim P h x=0 als xé;P .
Nu is hix regulier analytisch in h voor alle hei1 o €N 0 in een om—
geving van h Dus

~i

h™x = O voor h e Po’ Xxel i=dim P _.

o’ o}
Dus verdwijnen alle wortels op Fo, dus ook op zijn commutatoralgebra,

dus (volgens 25)
Po oplosbaar

We beschouwen de h met h eF nu alleen op P . Yolgens 17 (stel-
ling van Lie) bezitten ze een 31multano elgenwootor x#0, xel&

(h- »(h))x = 0, he r

Voor h in een nabijheid van h, op P geldt A(h)= «(h), omdat deze

h maar één wortel bezitten, hx is 11nealr in h, dus is ook (h)x
lineair in h, dus ook =a(h). We beschouwen nu « als in heel I, gede-

finieerd, en wel als identiek met A . In een nabijheid van ho op FO
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(waar &(h) de enige wortel van h i8) geldt

- dim 1 ) @
(h- «(n)) %y =o.

Het linkerlid is rationaal in h (wegens de lincariteit van « ).
Dus verdwijnt het zelfs identiek voor h ei’,

We vatten dit samen:

Algemene structuurstelling: Met betrekking tot een "algemeen"
element h  valt " uiteen in lineaire deelruimten ﬂm zodat

PO = verzameling der xel' met hol =0 voor geschikte i = "stam"

een oplosbare subalgebra is,

elke « een lineaire functic op F, is (een "wortelvorm")

im
(h- u(h)) “)& = 0 voor her, is,

[Pﬁ’CGJC‘;+ﬁ (=(0) indien &+p niet wortelvorm is).

Ten aanzien van een ander "algemeen" element uit FO is de split-
sing dezelfde.

32. Zij ® een wortelvorm #0, Aveen wortelvorm, £, é—P , T 6F’d .

Dan is

f‘+f‘“ ri%'f'm ’ f'—};‘# SU-‘-‘X ’

Stel

A=,
2:J
Dan is A invariant bij f+ en %“ dus ook bij h met

h=[rf,f 7.

gehecl Cu+jm ‘

Als commutator heeft h in A het spoor 0. sp(h) is de som van de
elgenwaarden (w+ja )(h) van B in A s elk resp. met de multiplici-

teit dim §&+jm s dus

Zj dim P/Mja (@ +jx )(h) = 0.

We noemen elk element van [Pm,P Jeen « ~knoop. Dan geldt dus:
Algemene structuurstelllng, vervolg: Is h een «- -Knoop, dan is

voor elke wortelvorm

£

A(h) rationaal veelvoud van ®(h);

de factor hangt alleen van « af (niet van f,,f_, dus ook niet van h),
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33. Zij A subalgebra van I’ . We kunnen de bilineairvorm ¥ ook voor
A bekijken en onderscheiden tussen

~

v, (x,y) = 5P, XY (x,yed)

en

bt

yfp(x,y) =sp, K75 (x,y€8),

P
waarbij het spoor eenmaal voor A en het andermaal voor ' wordt ge-
nomen, Is echter A ideaal in ', dan is

VIA(7§3§]) = y/r,(xsy) (K;y&[‘z),

want X J zebvoor x,yed , z ¢ A,

34, Is T oplosbaar, dan verdwijnen volgens 25 in de commutator-
algebra C(I") alle wortels. Dus ook ww(x,x) als kwadraatsom van de
wortels. Hiervan geldt ook het omgekeerde,

Tweede criterium voor oplosbaarheid: Dan en slechts dan is
oplosbaar, als vy (x,x)=0 voor alle xe¢C(T).

We hoeven alleen nog "dan" te bewijzen. Zij A #(0) (i.p.v. P )
een Lie-algcbra met C(A)= 4, Dan is A zeker niet oplosbaar. Volgens
25 1s er dus een hoe &6, wadrvan niet alle wortels verdwijnen. We
kiezen h_  als "algemeen" element (zie 31). Wegens C(A)=A moet in 't
bijzonder elk element van de stam Ao lineaire combinatie van com-

mutatoren, dus van knopen zijn. Dus is er zelfs een knoop hme A&
waar niet alle wortelvormen /4U1u) verdwijnen, Volgeng 32 is dan ,
«(h )#0. Nu is 'w(ha,hm):=zzw,w(ha)2 (weer volgens 32) =}°§:m(hm)2
met p#£0. Dus-y(hmghm)¥0, Dus verdwijnt w niet identick in A . ;
Z21j y(%,%x)=0 voor alle x &C(I"), maar I niet oplosbaar., I' bezit
dus een ideaal A met C(A)=A (namelijk de laatste term in dc come-
mutatorrij). Volgens het voorafgaande is dan ¥ niet identisk O op
A, dus volgens 33 ook w% niet identiek O op A , dus ook op c(r),
in strijd met de veronderstelling. Hiermee is het beweerde bewezen.,

35. Zijn &15 A, oplosbare idealen in I', dan is ook b+ Ay oplos-
baar ideaal. Er is dus ¢<n maximaal oplosbaar ideaal, de radigaal
van ',

' heet halfenkelvoudig,als ' geen nizt-triviale oplosbare
idealen %eZit, anders gezegd: als zijn radicaal (0) is.

Nog anders: I' heet halfenkelvoudig, als I' geen niet triviaal
abels ideaal bezit, Want met A is ook C(4) ideaal van I' (reken na;
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gebruik "Jacobi"), dus ook b(C(A)) enz;, dus ook {als A oplosbaar
is) de laatste op (0) na in de commutatorrij.

Een enkelvoudige algebra is halfenkelvoudig dan en slechts
dan, als zij niet abels is (dus als de dimensie > 1) is,

Voor willekeurige I' is net de restklassenalgebra I* mod radi-
caal halfenkelvoudig.

De halfenkelvoudigheid kan ook voor de Lic-groepen worden ge-
definieerd., G is halfenkelvoudig als G geen oplosbare Lie-normaal-
deler van positicve dimensie bezit. (Zo'n G kan dus wel discrete
oplosbare normaaldelers bezitten.)' Bij halfenkelvoudige @ is de T
halfenkelvoudig, en omgekeerd,

36. De verzameling A van alle xel met v (x,y)=0 identiek in y is
lin, deelruimte van ' , Volgens de [ -invariantie van v is ook A
invariant bij m , dus A ideaal in ' , Wegens 1VP(x,x)= WA(X,X) voor
x ¢ A (zie 33) verdwijnt ¥, 1identiek op 4 . Dus is A oplosbaar
volgens 34, Voor halfenkelvoudige I' geldt dus: v (x,y)=0 identiek
in y dan en slechts dan als x=0, Dus w nict ontaard,

Is omgekeerd v niet ontaard, dan moet I halfenkelvoudig zijn.

Want is A niet triviaal abels ideaal van ' , dan is
Xy z = [x, [y,z]]c A wvoor alle x,zel , yeA ,

en dan leveren tot sp X3 alleen de ze A een bijdrage, die echter
wegens de commutativiteit van A verdwijnt. Dus w(x,y)=80 X y= 0
voor xel', ye A en dus y ontaard,

We hebben dus:

Berste criterium voor halfenkelvoudigheid: ' is halfenkelvou-
dig, dan en slechts dan als ¥ niet ontaard is.

~r ~s

37. Z21j A ideaal van I' , Dan is A invariant bij I' , dus is bij
ook invariant de verzameling A,l van alle x met v (x,y)=0 voor alle
y¢ A, Dus is ook Aq ideaal in ' . Bekende eigenschappen van line-
aire vergelijkingssystemen leveren op: dim A + dim Aq ¢ dim p ,

op Ar\Aqverdwijnt Vv , dus is Ar\A1 oplosbaar dideaal in I’ . Voor
halfenkelvoudige I' is dus A:wAH=(O), dus I = directe som van A en
A, . Door, dit herhaaldelijk toe te passen, krijgt men:

/‘
Tweede criterium voor halfenkelvoudigheid: I is halfenkelvou-

dig dan en slechts dan, als het directe som van enkelvoudige Lie~
algebra's is, waaronder geen abelse (dus geen van een dimensie 1).
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Veronderstelt men hierboven A halfenkelvoudig (i.p.v. I'), dan
geldt nog steeds Ach4=O, dus " directe som van A en aq. Dus:

Een halfenkelvoudige algebra kan ideaal van een andere alleen
op triviale wijze zijn, d.w.z. als directe summand.

Het analoge van het tweede criterium geldt voor halfenkelvoudige
Liegroepen, met dien verstande, dat aan de directe som een direct pro-

duct in het klein beantwoordt.
Verder blijkt uit de laatste stelling, dat de automorfismengroep
van een halfenkelvoudige groep in de buurt van de 1 met de gead jun-

geerde groep samenvalt,

38. We veronderstellen I halfenkelvoudig en exploiteren het tweede
criterium met behulp van de algemene structuurstelling.

v (%x,y) = sp X kan #0 zijn
voor X eFO alleen als ook y ePO is, en
voor xemh alleen als yer_mis.

Daar w niet ontaard is, is er dus
bij elke her_, h#0 cen h,eP  met w(h,h,]‘)ylo,
bij elke f eT, f+¥0, een f_eT__ met y(f+,f_)7.10.

Nu is voor h,h, e PO

1
y(h,h,) =2 dim I u(h) «(h,),
Dus:s
Heeft hely al zijn wortels O, dan is h=0,
Is h een linealre combinatie van «-Knopen, dan is volgens 32 voor ﬁ@t

verdwijnen van alle wortels w(h) voldoende . het verdwijnen van
a(h). Dus: ’ h
Is_h lineaire combinatie van a-knopen en a(h)=0, dan is h=0.

Was de dimensie van de door de a-knopen voortgebrachte lineaire ruim-
te »>1, dan had de lineaire functie « daar een niet triviale nulruim-
te, in strijd met het zojulst onderstreepte, dus

dim {ZRF_d]éﬂ.

Een h.eC(FO) heeft ultsluitend verdwljnende wortels, dus C(PO)=O, dus
PO is abels,

&

Daar de doorsnee van de nulruimten van alle wortelvormen de O is,

géldt dim FO < aantal lin.onafhankelijke wortelvormen,

Vérder is (zie 24)
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it

dim P = aantal identiek verdwijnentle Wortelvormen
rang = aantal algebr.onafh. wortels
aantal algebr. onafh. wortelvormen

= gantal lin.onafh. wortelvormen
Dus: dhlﬂf rang.

We beschouwen nu de foen , f_ s n ., met 1y(f+3f_)¥0 van daar-
net. Was [f+,f_] = 0, dan was er een simultane driehoeksgedaante

voor f ,f (zie 18). Wegens f}-ﬁwc':u+« heeft £ uitsluitend ver-

dwijnende wortels, evenzo f , dus sp(f+fu)=0, Dus [f+,f~]¥O dus
dim {PQ,P_OL]>O., Dus

LAV A4

dim [P, J= 1 voor o O,

Oftewel: De «o~knoop is op een scalaire factor na uniek.

39. Kies fg_el; als simultane eigenvector van Fo’ dus

[h,f+] = «(h)f, voor h er .

+

Kies £_el zo dat V(f+,f_)#0 dus (Zie het laatste bewijs)

[f+,f_]= h, #£ 0.

Kies verder een wortelvorm w#0 en x eh s x#£0 zodat

(Dit zal zeker zo zijn, als M~d geen wortelvorm is,)

Stel

voor gehele j 2 0, Dan is

x,el .
J At ] K

blijkt door inductie:

By Xypq = By D%y = D0 x5+ [h LT ]x

It

(w+ja)(n a)xj+q+ x(h,)x

&

Ook door inductie bewijzen we

T IR LY



L.Gr. 41

met zekere scalairen fj:

o~ “~

f Xj+1=fwf+tj = f+f_xj - h“xj = (%_1a6w+3a)(hm))xj,

Dus Pj = fyq - _(u-{—jo&)(hm).,

Optellen van deze vergelijkingen over j=0,...,1 (waarbij £_4=0
wegens f x=0) levert:

Er is een p zodat

Die maakt pp=0, Dus
p o
> (wtri)(n,) = 0,
j=0

dus

1s de lengte van de "ladder" der x. (tussenruimten get=1d, niet
sporten). (We zien opnieuw, dat hm) rationaal veelvoud van
u(hm) is,) Van de ladder van wortelvormen is het middelpunt

a(h) A(n,)
y =N - x
«(n) «(,)
~indien A= /b+-? 3

is gesteld met willekeurige } . Van alle w-ladders, die op de
"rechte"

zelfde,

Mt 5ok ; variabel) liggen, is dus het middelpunt het-

40, We bewijzen nu: dim T& = 1 voor &«#0. Hiervoor kiezen we weer
f+,f_,hu als in 39, Stel dim T& > 1. Dan 1is er een yer, onafhan-
kelijk van f+ met

h vy = m(hm)y mod £,

ol
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We kunnen

z0 bepalen dat

is, te weten door f_y:a*hm te maken, maar dit kan, omdat f-y knoop,
dus op een factor ¢ na veelvoud van h, 1is (zie 38 einde; merk op,
dat h  #0).

We stellen weer

_ ad
Xj = f+_x

en redeneren als in 39, met w=a« ., We kunnen het resultaat van 39
echter niet rechtstreeks toepassen, omdat nu slechts

hx = m(hm)xo mod f_

bekend is. Wel geldt wcer

hmxj = (J+1)u (hm)xj voor j»>O

omdat

heox  .=ht x. =fhx.+[h ,fmjxj=(j+1)m(hu)xj+1+

+m(hm)xj+1

is. Ook geldt bij inductie voor J 21

et bid P, j+2
f~Aj+/| = —( o ) “.(h‘x)xj,
- _ LY _ ~ ey - _ ~ - j+’] _— o
omdat f x. . = f_f+xj = f+fm&j hmxj = = 5 )m(hm)kj (J+1)u(hu)xj,
en fx, =fFfx = f,0x, -hx = - u(hm)xj mod f

Met p als vroeger heeft men

(PE2) «(ny) = 0

dus wegens m(hm)¥0 een strijdigheid.
Dus dim P = 1 voor a#0.

b1, Gegeven de wortelvormen X#£0 en n. Z1ij m geheel en maximaal zo

dat a=n -m« nog wortel¥orm is. Voor x ¢ T, geldt dan ) 5= 0. Zij
weer: x. _fjx, X %O Xp+1~0 Stel er cens nog een wortelvorm D
met gehele ot >p dan kiezen we de p' weer geheel mdx1maal, nemen
yerol 4ot €D definié&ren yJ ny De middelpunten van de a ladder

€en —m?—laddcr vallen samen, zodat ook u-q'w wortelvorm zou ziJn
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met p'+q' = o+g, in strijd met de definitie van p. Dus behoren
alle a+joa (J geheel) tot een aaneengesloten ladder van wortel-
vormen, Met A 1s ook zijn gespiegelde tT.a.v. het middelpunt wor-
telvorm, Dud:

Met a#0 en 2 zijn ook alle

A+jou met js -2 (j natuurlijk)

wortelvormen,
(Op de rechte ‘A+~§m (§ regel variabel) zouden op zichzelf

twee ladders van wortelvormen kunnen liggen, één met even lengte,
die hat middelpunt ¢ bevat, en één met oneven lengte, die niet 6,
maar wel ¢ +5x bevat; later zal blijken, dat dit feitelijk niet
voorkomt . )

(La?t f# en y onderling afhankelijke wortelvormen #0 zijn. Daar
yih

-2 57537 als ladderlengte geheel is, moet de verhouding van g en }
rationaal zijn, We kiezen de van g afhankelijke wortelvorm & £0
zodat t& voor O <7t <1 niet wortelvorm is, verder } maximaal zodat
-§o wortelvorm is. nely, brengt een ladder ter lengte 2} _

voort, met laatste sport x horende biJ de wortelvorm }& v Z21]

in de ladder van wortelvorien i de eeréte met 1>0. Gezien de
keuze van o« moet dan 121 zijn. Nu is i >1 onmogelijk omdat dan
ook (i-1)« wortelvorm zou zijn. Dus i=1. Bij « hoort als tak:
x(7+1)“=f+. Nu is X(?+2)m =f+x(?+q)m =0, Dus 2; = }+1, } =1. Hiepr-
uit volgt dat de enige veelvouden van de wortelvorm o , die weer
wortelvormen zijn, de vorm + « of O hebben.

"y s

ko, Uit de formules van 39 kunnen we het spoor van f f+ in

-

de door de XO,,‘.,xp opgespannen lineaire ruimte berekenen., Dit is

namelijk o
ZO j)j

Vermenigvuldigen we de recursieformule (zie 39)
P3 =f’j_/‘“'(/“ +J ‘X)(h&)
met j en sommeren we over j, dan krijgen we juist

Lo g =00 dmri)(ng).

Door middel van
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kunnen we u(h ) elimineren:
P . P o s 1
T, oy =L, 0-Ep) alny).

Het spoor van f f+ in de genoemde rulmte is dus

/‘ . . Ty
Pl p(p+1) (p+2) (X(ho&)’
en

s

sp £, = 5 7o(p+1)(p+2) a(n,),

waarbij de som loopt over alle «-~ladders en p er telkens de lengte

van 1is.

43, We noemen de stam FO in 't vervolg ©, een bij de wortel-
vorm o« horende tak noemen we ey de knoop {ea,em“}noemen we hm .
Elementen van © worden meestal met h aangeduid.
We vatten de resultaten samen:
Structuurstelling voor halfenkelvoudige Lie-algebras.
' zij halfenkelvoudig van de rang 1. Dan geldt:
De stam © i3 abels.
dim € = 1,
De wortelvorm O is l-voudig.
Elke wortelvorm #0 is enkelvoudig.

Onder de wortelvormen zijn er precies 1 lineair onafhankelijke.

Met elke wortelvorm is ook zijn tegengestelde wortelvorm.
Andere veelvouden treden niet als wortelvorm #0 op.
Bij elke wortelvorm « behoort een op een scalair na bepaalde tak

€y zodat A
[h,em]z «(h)e, voor he8,

[em,e“a] = h ¢80,

[em,elaj = Na,ﬁ Chip 2 als o+pA wortelvorm #0 is,

= 0 anders,.

8 samen met de e brengt I' lineair voort.

& o
Met «#0 en a zijn,ook alle A+j& met natuurlijke jg -2 &
: (h,)

=

& is geheel,

m(ha)

Is bovendienh a-« niet wortelvorm, dan liggen alle wortelvormen

wortelvormen., -2
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, a(h )
A+jea (J natuurlijk) in de o -ladders vanult + ter lergbe -2 ( “)
’ ' olh
18

wis op ' en speciaal op © niet ontaard.

Voor h;h'e¢ 6 is w(h,h') =7 u(h)u(h'), waar J over alle wortel-
vormen loopt,

Hy(h,e°:)=0 voor h €8, 'w(em,eﬁ) = 0 voor «+p #0,

y(ea,qa)z #% 7 p(p+1)(p+2) m(h“) = N, , waarbij de som loopt over
8lle « ~ladders en p telkens de ladderlezngte betckent.

L, De theorie der halfenkelvoudige algebras, als tot hier toe
ontwikkeld, komt uit E. Cartans Thése (1894). Het gaat nu verder
met methoden van H. Weyl (Math.Zeitschr.23-2!, 1925/26),

De wortelvormen zijn elementen van de met 8 duale ruimte 6% s
d.w.z. de verzameling van d=. lineaire functics op 6, opgevat alg
lineaire ruimt=. De afbeelding

] . » ?(ho‘)
S, ¢ ;~wa-}~ ZYE:Y o

waarbij asan een wortelvorm | zijn spiegelbeeld in de « -ladder
J

wordt toegevoegd, is zinvol voor alle § e 0", S& 13 een lineaire
afbeelding, SS:ﬂ; bij S, blijft een (1~1)~dim,11n' deelruimte van
@wpuntsgewijs invariant, te weten de verzameling van alle lin.
functies op 9, die voor ha verdwijnen. Sm Graait ellie « -ladderp
otidersteboven. De wortelvormen #£0 worden door S8, onderling geper-
muteerd, De S, brengen een groep voort, de kaleldoskoopgroep (on-

dat de Sm zoiets als spiegelingen zijn) of Weylgroep van [* , Deze

groep 1is eindig, namelijk in wezen een permutatiegroep van de wor-
telvormen (die heel 07 lineair voortbrzngen).

45, Uit de invariantie van v t.a.v. de gead jungeerde groep

(e_%L toegepast op 1y(h“ ,exb)) volgt
w*([ezu,hﬂ] ,eﬂb)+wy(hﬁ,[cqu,eﬁkj) = 0,
dus N (h“)NM = (hx ,h/%) .

Alle ey door geschikte veelvouden vervangende, kunnen we ervoor

) =1 (1)

zorgen, dat alle
= Y > 2
5 ND{ L (Ca("b...

worden, Dan is dus
w(n) = v(n,h,). (2)
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De lineaire vorm in h (bij vaste « )
#(h) - w(h,h )

- verdwijnt voor alle knopen h=h“ ;, dus (omdat de knopen 6 lineair
voortbrengen) identiek, dus

w(n) = y(o,n, ). (3)

¥ bepaalt een kanonieke afbeelding Y van 6 in e" : } h' is dus
element van 8", dat voor he8 de waarde v(h,h') heeft (voor alle

h), dus
(§h')(h) = w(h,h') voor alle h,h'e O, (4)

© is lineair, en wegens het niet-ontaarden van y, ook één-één.

§(hy) = (5

naar (3),
De bilineaire vorm w kan als inproduct in 6 worden beschouwd.
Zij induceert een inproduct in ©° door ‘

(§h,5h') = w(h,h') voor alle h,h'e o, (6)

Dus luidt (2) nu
(b ) = (a,m) . (7)
(/x(h“) is nu symmetrisch in A en u ),
Het inproduct in 6% is ook niet-ontaard, d.w.z. gecn clement
#0 1s op de hele ruimte loodrecht. (Maar wegens de complexiteit
kan er van definietheid van het inproduct geen sprake zijn.)
Naar de structuurstelling was
v(noh ) =7 p(h) plh,) (3 loopt ggigeglﬁﬁwwortelw
Dit wordt nu
(n, ) = Z:P(ij)(fk,f) ()~ loopt over alle w.v. p)
(8)
De formule blijft gelden als a en willekeurige elementen van 67
zijn (lin.combinaties van wortelvormen),
De formule uit 42 voor S, wordt nu

Se § = 7§ wzégfg% X, (9)

en dat“is nu werkelijk cen spiegeling in de zin van de metriek in
¥ P 5
® ", namelijk een orthogonale afbeelding. Immers
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(843:7) = (§,7)-2 (5(’:‘22(’)?’“) = (5,75 8

dus (8,558, m) = (557.5) = (1, 7).

Door de normering N =1 zijn alle («,x) (« = wortelvorm)
positieve rationale getallen geworden (zie de formule voor N, in
de structuurstelling). Daar de -2 %%i%%-geheel zijn, zijn alle
(e,) rationaal («, g wortelvormen),’

Kiest men in 8’+ een basis uit wortelvormen HMgseess Moy

dan bezit elke wortelvorm u een voorstelling

M= Z Pl/u‘j'_ °
Wegens (s pg) = 7 vy (a5 ug)

kan men de ry ult een lin.systeem met rationale co&fficiénten be-
rekenen, Ze zijn dus rationaal.

Neemt men alleen de reé&le 1lin. combinaties van de wortelvor-
men, dan krijgt men cen re&lc 1l-dim.lin. ruimte, genaamd @;ﬁ Voor
wortelvormen =2, was (a, w) rationaal, dus is het voor alle
n,/beeg'reéel, Uit (8) volgt

(7,7) = T,(np)%,

£
0 voor heeu .

v

dus (7\3 7\)

Het inproduct is in e; positief definiet,

Analoog wensen we eu als verzameling van de reéle lin.combi-
naties van de h, (2 = wortelvorm). Dan is §6u=8;; en y reéel,
positief definiet in eu.

Samenvatting:

Structuurstelling voor halfenkelvoudige Lie-algebras; 1e ver-

volg.

Na de normering N, =1 (voor alle wortelvormen a#0) en invoe-
ring in 6" van een aan v beantwoordend inproduct wordt voor wortel-
vormen h, M '

b, ) = (a,m) =y(hn ) = 2 p(nsp)(esp).
Algemener (a,p) = Z:p(“SP)(ﬁsP) voor o,B &8,

De sommen lopen over de wortelvormen p .
De 8, worden spiegelingen

& .
So«§ =5M2 %m:a;m ?

2zlj vormen de (eindige) kaleidoskoopgroep.
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Voor niet verdwijnende wortelvormen r, e zijn de (n,m)> 0, de
(W,}i) rationaal. Op elke basis van wortelvormen bezitten alle
wortelvormen rationale codrdinaten.

Het inproduct is regel, positief definiet in 9;} hetzelfde geldt

LS

voor w in 6u°

46, Aan de kaleidoskoopgroep in 6*'beantwoordt er door middel
van § een in 6., We bewijzen: ~

De kaleidoskoopgroep in 6 wordt door een ondergroep van er
geinduceerd,

Gegeven een wortelvorm «#0. We vormen

Py = Cq v Cy
q« = hm +V %(a:m) (em‘e‘«)a
r.=h, —V%(a,m)(eaue_m).
Dan is JO—
pm qa = - 2(“5 )q« s
D r = +V2(a,x)r
[ -4 o
ﬁ& h, =0 voor elke he® met «(h) = 0.
Met
T = w/V-2(x,«)
is
TD, 9, = x -1 d, -
Py T = ~®V-1r
th, h =0 voor he6 met «(h) = O,
dus ~ ~ -
' Th, Thy TDy
e d, = «qu s 8 r, = ~C, s € h =h voor he6
A met «(h) = O,
en wegens Eha = q +r, 3
'cﬁm
o5 e hm = -hcL
Dus stemt e * op © overeen met de afbeelding
hesh - 2 jﬁlll— &
«(h,)
en dat is juist de aan Sy in e beantwoordende afbeelding. (Hier-

uit volgt niet dat el een met de kaleidoskoopgroep isomorfe onder-

groep zou bezitten. De e®Pw brengen cen groep ¢ voort met een nor-
maaldeler ¢O bestaande uit die transformaties, die © elementsgewijs
invariant laten, en pas ¢/¢O is isomorf met de kaleidoskoopgroep.)
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47, De in 43 verkregen normaalvorm van ' was afhankelijk van
de keuze van de stam 8. We tonen aan, dat die afhankelijkheid in-
essentieel is., Allereerst zal dit blijken t.o0.v. het systeem W van
de niet-verdwijnende wortelvormen, Ik kan W opvatten als

1) een systeem van vectoren in een l-dimensionale ruimte met
inproduct (te weten 87),

2) cen systeem van dingen, waartussen zekere relaties ¢+ 4 =0
en «+4 +y =0 bestaan,

Door de (zwakkere) structuur (2) is de (sterkere) structulir
(1) al bepaald (indien W een systeem van w,v. is). Want uit de ge-
gevens (2) kan men achtereenvolgens bepalen alle ladders, hun leng-
ten, de S, voorzover ze op elementen van W werken (ze draaien de
ladders ondersteboven), de (&,«) (zie in 43 de formule voor W, ,
dat op 1 is gencrmeerd), de («,s) (zie 45(9)), de vorm van het in-
product in 6%; de rang 1, W is dan op een orthogonale transformatie
na in 6% ingebed,

We tonen nu aan, dat de structuur van W in de zwakke zin on-
afhankelijk is van de keuze van de stam,

Gegeven twee algemene elementen A,B van ', dan zijn de niet-
verdwijnende wortels van (1-T)A+ ©B algebraische functies van de
complexe variabele v, dus met slechts eindig veel singulariteiten
(vertakkingspunten). We verbinden A,B door een weg <, die deze
singulariteiten vermijdt, dus alleen algemene elementen bevat. Met
deze berekenen we de stam en de wortelvormen u(%), continue func -
ties van t, die we in 1 hunner kunnen uitdrukken

alt) = Z:Pi(f).ui(f), Te ),

met rationale r,(<), die aan dc¢ andere kant continu van ten afhangen,
dus constant zijn. Door degze £y die dus voor A en B dezelfden zijn,
is de structuur van W in de zwakke zin eenduidig bepaald.

48. We tonen verder aan, dat door de structuur van W die van
" op isomorfisme na eenduidig bepaald is,door " en Mmet isomorfe W en
W' op eenzelfde normaalvorm te brengen:

In I resp. "' 1s een stam 6 resp, 6! bepaald, Hierbij horen
wortelvormen o resp., « ', die we echter door dezelfde letter zullen
aandulden, alk ze bilj het isomorfe verband tussen W en W' aan elkaar
beantwoorden, Bij de & horen takken e, resp. e’y en knopen h&
resp. h' . We veronderstellen I"en ['' met N, =N,;=1 genormeerd |
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We construeren een isomorfe afbeelding van I op ﬁ'.

Aan h laten we h'  ~ beantwoorden, Krachtens 44 (5) is deze
relatie lineailr op het systeem der hm 5 zlj laat zich dus tot een
afbeelding h—h' van 6 op 6! ondubbelzinnig voortzetten,

Laten we aan €y €en veelvoud van e' Tbeantwoorden, dan blijft
in elk geval de relatie

[h,ea] = ae, (h ¢8)

bij overgang tot de beelden in ' behouden. We zullen de zaak
zo formuleren, dat wij de gegeven e gaan hernormeren, zodat e N
zelf het beeld in "' van €, wordt. Bij het hernormeren moet
erop worden gelet, dat de normeringsfactoren van el en elm el-
kaars omgekeerden zijn, zodat de normering N&:ﬂ niet verstoord
wordt, Vanzelf wordt dan ook h' [c',e' ] niet gewijzigd.

De e'. moeten nu zo worden bepaald, dat
A

1
el ,ek:] = [e ,eﬁ]
(hierbij wordt onder (kel)' natuurlijk ke} verstaan als k een

scalair is),
Opmerking: Zij KsB8, ) €W, a+p +y =0, Is aan

1 !

_’ ._)' ey

[c“ ’(‘/5:]‘ [em,eﬁ]
reeds voldaan, dan is vanzelf ook aan

' 1
!
| e ,e/] [eﬁ,e{]
Vvoldaan,
Immers in

[em [e ,ef]] + [e s[e ,emJJ + [e 2 3eﬁ]] =0
[ o{ [ . "’J/” +[e ,Le’,em]] * b’ [e’,eﬁ]] 0

zijn de derde summanden gelijke veelvouden van h resp. h', de ande-

(D

re summanden veelvouden van hm en hﬁ resp. h& en hé . De essentiecel

enige relatie tussen deze elementen is echter
h, +hy + %/ = 0,
1 1 1
h« + hﬁ + h/ 0]

(zie 43 (5)). Dus moeten de andere summanden ook dezelfde veelvou~

i

den van h“ en hﬁ resp. h& en hﬁ zijn, dus [ s€ ] en [e' e']
dezelfde veelvouden van e_, &n ¢!, . Dit was Julst de beWuring,
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Op een geordende basis vah elementen van W gaan we alle ele-
*
menten van ©

volgens coBrdinaten lexicografisch rangschikken

verstaan we de verzameling wortelvormen u met - pepcp
(p een wortelvorm > 0).

Onder W

We veronderstellen, dat de toevoeging
binnen W

e —» el

 u ?u al gelukt is
, zodat dus

i
. 1 =} — 2
[eh,%u] _[em,guj voor alle = ,u met xwu,mfw.eh%.

(1)
We trachten hieraan ook te voldoen binnen Wf\J(f)LJ("f), d.w,z, aan
[e’ ef]=[e, 58, f met ﬂ»MéW} s Aku = top (2)
+f %]—-[ +?ﬂﬁ] met A, atp ewﬁ (3)
[e},elf]: [ef,e_f,] : (%)

Is p# a+u voor alle a, u e W, , dan geldt hetzelfde voor -p
en voor atp , dus dan vervallen de eisen 2-3, terwijl aan 4 bij

voorbaat is voldaan. We mogen derhalve veronderstellen

p=&+p
voor zekere «,B el e!
et;e!' 1, Bisen we dat e!
{ 0(’ /3_] i

i an je c an is as
is van [ x2Cg] dan 1is aan

s hoe ook genormeerd, is veelvoud van

hetzelfde veelvoud van [e!,e!] als e

I

e} ,eé] = [eu,eﬁ]’ (5)
. Analoog kunnen we aan

[e ’e,ﬂ] Le. _d‘

voldaan

(6)
voldoen, in het midden latende, of de normering Nf:ﬂ hierdoor niect
woprdt verstoord.

De definitie van e'P hangt af van de keuze van de voorstelling
p=&+p . Z1j ook nog

p=yt?

voor zekere [J,deW

We tonecn aan, dat (5) geldig blijft met g,
i.p.v. &, p

. We hebben (Jacobi)

[Legseq ey 1+ [legsel,Ts ey l+ [[el 5] »25] = 0. (7)

Nu is p<p, dus «+p@<u+p , dus O« % s dus 0 <« <p en analoog
O<pep, O<y<p, O<a‘<f. Dus
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-p< “"J/<P3
_])</5-j’</7,
Dus ®-y 5, B-f geen wortelvormen, of ewj,.
Verder S=a+p-yeW ,

I

De 2% en 3% summand in (7) worden binnen W} genoemd. Naar (1) mag
1k daar de accenten naar buiten brengen. Overeenkomstig (6) is er
een vergelijking zonder accenten. Tk mag dus ook in de e summand
van (6)

=R ~

de accenten naar buiten brengen. Speciaal geldt dit voor =%, dus
[legoesTser Toel ]
[[legsep] el s]ely ]

[Legoep] s[elyel 4]0
dus volgens (5) en (6) ook in

[Le,es] [eum’e—ﬂ]'] ;

ook in
en analoog in

dus ook (Jacobi) in

dJWaZ. in
el,e! 7,
[ 7%= ]
Hiermee is (14) bereikt, dus de normering N =1 gewaarborgd,
We kunnen derhalve nu profijt trekken van de "Opmerking",
(8) in zijn algemens vorm levert

[e;,ei ] = [ep,em/]’
dus de helft van (3), Maar volgens de "Opmerking" is dan meteen ook
voldaan aan
[el/,ela, =[e“f’e"o‘:”
dus aan de helft van (2), De andere helften volgen, als men p en -p
verwisselt, Hiermee is de ultbreidingsstap gelukt.,
Structuurstelling voor halfenkelvoudige Lie-algebra's, 2e ver-

volg,

I' éh W bepalen elkaar wederzijds,
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49, De afbeelding « — - is een automorfisme van W, dat
naar 48 wordt ge¥nduceerd door een automorfisme van ", waarbij

h —h voor o eW,
o - X

h ~— ~h voor heb,
e — Vv e
44 oL - N

met zekere scalairen V. s Waarvoor wegens

hm =[ea,e_m]~> %, y_&[e_&,em = =Y Y, h-—oc= Va’/_m h& geldt
Vi vwa; 1. (1)
We vervangen nu e door
o Vr*
1 —_ c
e =Vv_ e, s

waarbij de tekens van de vierkantswortels zo bepaald zijn, dat
Ve Vo =1,

zodat de normering N“ =71 niet wordt verstoord. Dit kan wegens (1).
Het onderhavige automorfisme bewerkt

eG‘(——a«\/_v—_mvae_“:Qe = el .

- 0L -

We vervangen nu de e door de e', . Na deze "tweede normering"
bezit "' een automorfisme van de vorm

ho(——-» h‘_(x, (2)
h — -h voor h e6

We houden deze normering vast. Nog verder te normeren, om de tekens

van de Nm o vast. te leggen, zou mogelijk, maar onbelangrijk zijn,
2

We hebben
[em’e/&] = No;,ﬁ eoH—fs ?
Le-&’e—ﬁ] - N-—&’—/se-oa-ﬁ ?
dus
Neya =Ny _4- (3)

We berekenen Nm ﬁ:
J
In 39 hadden we voor een « -ladder met laagste wortelvorm

o

e ){&Cu en x, = Sdx



L.Gr,54

waarblj . .
j’J = = Z_{:O (/Cb+i°(:°‘-) = Z§=O(J§'p-i)(0(,0<.) =

= 3(p-3)(3+1) (%, ),

waarbij p de lengte van die ladder is,

Dus geldt voor elke €,

S &8 = &
€ Culp = skk! (o, a),

indien p# in zijn « -ladder het k-de element van onderen en er k!
naar boven op volgen (i.p.v. j+1 en p-Jj daarnet).

~ ~

€ _aCu s = Noc,/s N-o;,oe.-i—/s ’

dus .
—_— 2n 1 ,

Now N-oa,crd—/ﬂ = skk'(«, &),

Uit Jacobi op e_aye_ﬁ, em+ﬁ toegepast, volgt
N"O(:"ﬂ h""%"ﬁ ¥ N"’ﬁ:"d’ﬁ h‘x ¥ NOL"'/s:“& h/s = 0.
dus wegens
h +h +h, =0

-~ 4 & A
en de onafhankelijkheid van h« en h, , dat de N onderling gelijk

&
zijn,
Dus S N O Jo
NDL,/;’. N"'D{,"‘ﬂ_ zkk (&,Di)’
dus naar (3)
N, 5 = -5kk' (o, &) zuiver imaginair.
3

50, Uit de caomplexe Lie- -algebra lichten we nu een refle (waar-
van ' de complexe uitbreiding is), de zogenaamde unitaire beperking

Mo
u
Na de normering van 49 zij het algemene clement van Pu
ih +3 = ef 5
waarbij he:eu s
e +T = 0
n TP -p
(1=V"-7Y,

eu was de verzamellng der re&le combinaties der h 5 anders gezegd
de verzameling van die h, waarvoor alle wortelvormen re€el zijn,
18 i1s dus de verzameling van alle he ® met zuiver imaginaire wortels,
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Pu is een re€le lineaire ruimte voortgebracht door ieu en de
e, ~€_y en i(em+e o(). We tonen aan, dat Fu een rclle Lie-algebra is:

o
)
[ih,i(e +e_)]=-w(h)(e,~e_ ),

[em~e_uﬁ i(em+ewm)] = 2ih  ,

[ih,ea-e_mj= m(h)i(gx+e

£~ =S o :‘_ _.]-_ e =
e N WL CHLI)
Le, -e_yo 1(eﬂ+e ﬁ)3= N, ,o ‘(e Sy 45" - ﬂ)+lN s .(emmﬁ~eﬁ_m),
o o 3 { ¢ i 2 = -:]— ¢
[i(em+aatg, 1(§ﬁ+e )]= - 1 N, A 1(e&+ﬁ+bu“_ﬁ) iNm,—ﬁ

.i(em—ﬁ+eﬂ“m).

Hier zijn alle co&ffici&nten inderdaad re&el (voor heod ).
Hoe ziet v er op Pu uit? wy(h,h)z O voor heo , dus
v(ih,ih) £ 0

T e -T e T e - e = -2T. T % 0.
v ( o %6 Tx Cen’ tu %% »m) [ e

Dus is v op Pu negatief definiet. Op een t.a.v. iéﬁ orthonormale
) :

basis en verder de % VE(e“-e“&), 5 2(ea+e_m) als basis-elementen
wordt w(x,x) = minus een som van kwadraten. Fu wordt infinitesi-
maal-algebra van een reé&le draaigroep,

' 1s de complexe uitbreiding. Er zijn meepr re&le Lie-algebras,
in ' waarvan ' de complexe uitbreiding is. Om allerlei redenen is
de "unitaire" bijzonder belangrijk, vooral omdat de bijbehorende 8,
compact blijkt te zijn.

eu gsamen met de ieM brengt ook een re&lc Lie-algebra voort.
Want

ie ie = iN ie vVoor O, met re€le i
[ W ﬂ] top Cutp «+p3 £0, met r le,ﬁ

[iem ,ie_u]= -h €8,
[ h,ie ]= u(h)iem met redle «(h) voor heo .

De complexe ultbreiding van deze re&le algebra is weer [’ ., We
noemen deze reXle algebra (met complexe ultbreiding ) de standaard-
beperking PS

Hoe ziéty er op FS uit? w(h,h) (hed) is positief definiet,
terwijl de rest wegens -y(eu,e_u)=1 (overigens 0) evenveel positieve
als negatieve kwadraten oplevert., Dus signatuur van w = rang van I,

Structuurstelling voor halfenkelvoudige Lie-algebras, 3e ver-

volg.



Na een tweede normering is er een automorfisme met h - -h
(voor hes), e, > e, voor ', is

N = N imaginair, en is de unitaire beperking
%8 il TR <
Pﬁ (met n(er\Pu) imaginair voor aeW en tegengesteld geconjugeerde
coéfficiénten van ¢, en e*a_) een reéle Liec-algebra met negatief
definiete yw op ﬁu, en is verder de standaardbeperking (voortge-
bracht door 6 en de ie, ) een reéle Lie-algecbra met

signatuur y = rang I,

51. Als voorbeeld beschouwen we de grocp der projectieve
fransformaties, dic een redle kegelsnede invariang laten; door
projectie ook te vereenzelvigen met de projectieve groep van de
rechte, dus met de groep der gebroken lineaire transformaties

7 s az+b
cz+d
of (in het klein) met de groep der 2-2-matrices met determinant 1.
Als basis der Lie-algebra kiezen we

A = ( 17 0 ) , B = (O 1 )’ C - (O 0 )
0 -1 O O 17 O
dus [A,B] = 2B, [A,0] = -2c, [B,C] = A. Met de veelvoudcn h=pA van
A als stam, worden de niet verdwijnende wortelvormen

a(h) =2p , - a{h) = -2p,

verder (n,2) = %.

Voor de unitaire beperking kiezen we als basis-elementen

i 0 0 1

Q1
K= 1A = (o “i) , L =B =(~1 o) ; M= 1(B+C) =<(i o)’

die juist de unitaire groep in 2 variabelen voortbrengen. Mecetkun-
dig is de unitaire beperking verkrijgbaar door de (komplexe) rechte
als stereografisch beeld van de 2-sfeer met de draaigroep op te vat-
ten. Behalve de unitaire heeft men de gewone reéle (standaard-)
structuur (reé&le projectieve groep van de rechte), De gead jungeerde
groepen bezitten resp. de bases



0 0 0 o 0 1 0 -1 0
A= 0 2 0}, B=l-2 0 0}, CT=[0 0o o],
0 0 -2 0O 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 2 0 -2 0
= | o o0-2 T -lo o o M=(2 0 0].
0 2 0 .2 0 0 0O 0 0

De invariante kwadratische vorm yw is indefiniet, resp. definiet
(invariante re&le of nuldelige kegelsnede),

52, We beschouwen weer de algebra's le,:ﬁl,oCl,lﬁ. In alle ge-
vallen bestond 8 uit diagonaalmatrices. De takken waren zo gekozen,
dat ea,e_u.reéel en elkaars gesplegelden waren., Door berekening van
[le,,e_,Je,] Plijkt dat in alle gevallen x(h,)> is (wazruit ook de
halfenkelvoudigheid volgt). De formule in 43 toont aan, dat N&po—
sitief is. De normeringsfactoren ten behoeve van N, =1 kunnen dus
re€el en voor e, en € dezelfden zijn. De nieuwe e

steeds re€el en elkaars gespiegelden,
/1

x?€._ « Z1Jn nog

Voor lineaire groepen is a—a' ' een isomorfisme, voor

lineaire Lie-algebra'ls is dus
7 s A A

een l1somorfisme (ookvreohtstreeks in te zien). In onze gevallen is

het zelfs een automorfisme, want met A heeft ook ~A' het spoor O,

en met A voldoet ook -A' aan AS+SA'=0 (omdat 5=~
7 h=-h voor alle he® en e, =«e_m . Bij de tweede normering

is).

hoort dus bijvoorbeeld €y door iem en e_. door ¢iemm te worden ver-
vangen, In de unitaire beperking treden :“Leoc en »ie“m' met tegenge-
steld geconjugeerde coé&fficiénten op; dus geldt hetzelfde als we
e . en e_a.als basiselementen aanhouden. In de unitaire beperking

o

z1ljn de diagonaalelementen zulver imaginair. Aangezien e, ene_,

gespiegelden waren, bhestaat de unitaire beperking in de eis
A= AT,

oftewel A+ Al = O,

Door dezelfde eisg (en spoor 0) is echter de Lie-algebra van de uni-
taire groep gekenmerkt, We kunnen dus zeggen:

De unitaire beperking van de complexe lineaire Lie-groepen
(Lie-algebrd's) Ops By, Ly ﬁ& is gelijk aan hun doorsnee met de
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(Lie-algebra van) de unitaire groep (in 1+1, 21+1, 21, 21 dimen-
sies).

Dit verklaart de naam "unitaire beperking".

Voor de standaardbeperking noemen we de re&le dliagonaal-
matrices en de re&le veelvouden der oorspronkeli jke e, » De stan-
daardbeperking stemt overeen met de oorspronkeli jke algebra van
matrices, maar dan met alleen reéle co&fficiénten,

53. In de gevallen .31 en ﬁﬁ is de unitaire beperking na ge-
schikte basiskeuze gewoon de re&le draaigroep in 21+1 resp. 21
dimensies., We laten dit zien voor 171; voor i?l gaat het eender.
De unitaire beperking bestaat uit de A met

AS + SA' = O,

A.'{“Al =03
dus ook
A = SAS,
waarbi] g - o 1)
[ /]O £l
Soos p=t (T 11 et vl opg o ogp

2\ qei 41/
(141 betekenen hier 1-dim. 4-matrices maal 1+1) kunnen we S bren-

e - (19).

gen op de gedaante

De A worden dan getransformeerd in

-1

PAP” ',

en die zijn re&el, want

T

paP” ! = F K BT = PS.SAS.P = PASP - pap,

Door die transformatie krijgen we dus de redle orthogonale groep,

54, Voor onafhankelijke 7, weW is

D %2&&% - %&&ﬁ% (1)
As A A 5 AL
geheel, maar aan de andere kant

‘ = 4 cos® 3 (n,.u),

tdus tussen O en 4, dus



Nj=
3

cos <}:(7‘3/‘“")= 0, +l;5/7]
20

+
g (2, ) = 90°, 60°,1 0°

BN
1
o

b 3 3 3

Voor (7, 4)#0 moet één der factoren in (1),bijvoorbeeld

‘_2 (7\3#) - i__ /]’

( As "\)

de ander kan a
-2 %”Lﬁ% =+ 1, +2, +3
s x X x

zijn.
Er zijn geen ladders langer dan 3. Wegens

2(7\':?/“‘) = _'}_‘_(7’*37\)

2 %},R;
cCOg A = -
";((’3/"') s P

dus is in de gevallen van een hoek ## 900 de lengte-verhouding van

is

de twee vectoren A en u geheel bepaald,
Vi, VB, V3

(maar kan natuurlijk in de ene of in &= andere richting lopen).
Door van deze gegevens gebruik te maken, kan men de mogeliljke
systemen W met meetkundige methoden classificeren (zie v.d. Waer-

~y e

den, Math. Zeitschr.37). We volgen hier zen andere weg.

55. In @S kiezen we een willelreurig geordende basis en ordenen
de elementen van @;llexioografisch naar de cobrdinaten op deze ba-
sis. Een positieve wortelvorm heet dan primitief, als hij niet als
som van twee primitieve wortelvormen kan worden voorgesteld. De
primitieve wortelvormen leveren een verzameling PcW op, Elke posi-
tieve wortelvorm kan door successieve splitsing als som van primi-
tieve worden geschreven, Elke wortelvorm is dus een lineaire combi-~
natie van primitieve met gehele co&ffici&nten, alle 2 O of, alle
gt 0. (Zie ook Gy, By, £, V).

Voor verschillende un,/aezP is (a, ) 2 0. Want was (ﬂ,/&)> 0,
dus was A-u en u-2 o0k wortelvorm; een hunner zou positief zijn,
dus A of « imprimitief.

De elementen van P zijn lineair onafhankeli jk.
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Want stel
7\=z:r'i Ay +er 15. met r,;>O0, rj<0

waarbij a, 1”5 €P en alle =, % alle 2!, Dan is (Z:rlml Yy )>-0
wegens de positief- def1n1t1v1teit van dit inproduct voor reele Ly

Maar ook (Z:rlmi,Z:ri J); 0

Wegens (xi,mj)g 0 en Ty <0, Dus (optellen!)
(Zr' 7‘1:7\)> 0

in strijd met (x s2) 20 en r; >0.
De elementen van P vormen dus een re&le basis van 8 5 hun aan-

tal is 1. (Zie weer o, oﬁl,oé“l,,zﬁ’ B

P hangt natuurlijk van de gekozen orde .in 8 af. Elk systeem
P van wortelvormen, waaruit alle met gehele coefflclenten (alle 20
of alle ¢0) kunnen worden gecombineerd, is op deze wijze verkrijg-
baar, Immers gaat men van P als basis ult, dan blijken alle elemen-
ten van P primitief te zijn. |

56, W kan stapsgewijs uit P worden opgebouwd door het volgende
procédé:
Is «>0 reeds verkregen, dan bepale men een peP, zodat
m= -2 %) g
(psp)
is., Men vulle de verkregen verzameling aan met
X+ mp .
Immers, zij B de laagste nog niet verkregen positieve wortel-
vorm,
B =21y Py s ry> 0, 7y &P

(P:Zrif’i) = (/3:/3)> 0;

dan is er een i met
(l@ "Pifi) > 0.

Maar dan is (ﬁ,fi)
ms=2 ——_ >0
. (pisp1)
en L e=p-mp,e
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Was m>"r, dan had « een negatieve cobrdinaat, dus waren al zijn
cobrdinaten ¢ O, dus p = £; Py dus ri=1, en dan was g al in P, Dus
mgry, dus ook &« >0, dus (omdat s de laagste was) x reeds aanwe-

Zig' (aﬁﬁi)
-2 e = -m + 2m = m.

(Pisfi)
Dus levert de aangegeven stap de gewenste £ op.

W 1s dus door P bepaald, en wel hoeft men van P alleen de
waarden der (p,¢) (p,ceP) te kennen. (Of ook de abstracte struc-
tuur van P door W bepaald is, onafhankelijk van de keuze van de
orde, is hier nog niet gebleken,) I' is dus ook door P bepaald. De
structuur van P wordt door een grafisch schema weergegeven:

" han elk element van P late men een stip beantwoorden. Twee
stlppen p »¢ worden door j strepen verbonden, indien

cos ¥ (pre) = -5 Vj

is (merk op dat volgens 54 (r,¢)£0) is. Er komen dus gevallen van
0,1,2,3 strepen voor, Voor het geval van j » 1 strepen moet men nog
weten, wie van de p en o de grotere vectorlengte heeft. Men zette
in de strepen een pijlpunt, die van de kortere naar de langere wijst.
De verhouding is in elk geval VJ (zie 53).

Anders gezegd: Een J-voudige pijl van p naar ¢ betekent:

1

(pop)i(pse)i(ese) = 1 ¢ 25 & 3.

Valt P in twee systemen P',P" zonder wederzijdse bindingen uit-
een, dan is (p'5p")=0 voor p'e¢pP!, p'eP", dus de door P' voortge-
brachte lineaire ruimte loodrecht op die door P" voortgebrachte.
Dus leldt het proces (55) tot geen andere wortelvormen dan lin.com-
binaties uit P' alleen of P" alleen; deze systemen heten resp. W',
W', Voor «'e W', a"e W' is (a',a")=0, dus [h,os an]:[ha,,ea"]=
—[h W u,] = [eu,,e w] = O, Dus horen bij W', W” resp. "', r", die
1dealen in T zijn met M= M+ (directe som). Het omgekeerde is ook
gemakkelijk in te zien. Dus:

W is onverbonden vereniging van W', W" dan en slechts dan als
' overeenkomstig directe som van ' en P" ig,

&
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57. We hebben al vast de schema's (dimensies erachter ver-

meld):
B I e A (£e)- 1
T TR TR T BT A “(3ér1)
= TR T TS 4(24+1)
A e e T 4(24-1)

De stippen zijn neergezet in de Volgoéde zoals bilj de diverse typen
de primitieve wortelvormen waren opgesomd, maar dezezijn achteraf
anders genummerd (nummering van E. Cartan), ,

Het is evident, dat geen andere bindingen dan de opgetekende
voorkomen, b,v. kunnen W4~ Wy €n «mB- Wy niet zijn gebonden, om-
dat («nr-w2)+(a)3-cu4) niet wortelvorm is. W= Wy N W, Wy zign
enkelvoudig gebonden, omdat (601—c02)+(aJ2-¢u3) = wy= Wy wel wortel-
vorm is, maar (a)1~cu2)+2(012-c03) niet. In het geval &, is
wl-q" w1+j¢01 met j=1,2 wortelvorm, dus

1

(w - w. )
-0 1-1 1° 71 - 2,
(w

l.’ wl)

(wq =@y, wy)
dus (zie 53) o2zt 171

= 1,
(wy _q=op 5@y _4=w;)

dus (wl,wl) <(w1_1—w1,w1_1— l). In het geval £, is het omgekeerd,
omdat net (wl-ﬂ"wl)+2°°l wortelvorm is., Enz,
Uit de schema's maakt men isomorfié&n op:

az,‘ =«=ﬁ1 “én@!/‘ (1)
(ﬂﬁ was niet gedefinieerd),

By EL, (2)

2, 2o+ (3)

W
iz
L
=
S

We kunnen dit ook rechtstreeks inzien:

1) %, ®4, 1s triviaal, - 2z, éeﬁﬁ is het bekende isomorfisme
(in het klein) tussen de projectieve groep van de rechte (functie-
theoretisch vlak) en de draaigroep in 3 dimensies door stereogra-
fische projectie (zie ook 51),
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2) Vat men de Ry als projectieve 3-ruimte op, dan kan men de
rechte p door de punten x=(§1,§2,§3,;4) en y=(71,72,73,74) beschrij-
ven door de Pliickercoordinaten

Tig=F17g - f571 (L<d),
Ton Topyt T 0 T )t Ty T = 0,
12 734 13 " 42 14 " 23
De antisymmetrische S bepaalt een "nulsysteem", waardoor aan een
punt X een poolvlak u=S8Sx wordt toegevoegd. Twee punten x,y heten
toegevoegd t,0.v, het nulsysteem, indien elk in het poolvlak van de
ander ligt, dus als

(SXJY) = OJ

d.w.z, -
> Gijxiyj = 0,

als (Gij) de matrix van S is. De rechten p door aan elkaar toege-

voegde punten heten rechten van het nulsysteem, Zij zljn dus door

Zs‘ij wij =0
gekenmerkt.
De lineaire groep in R4 (projectieve in de projectieve 3-ruimte)
induceert een voorstelling in de 1in. ruimte R6 van de antisymme-
trische grootheden (mij,i,j=1,.,.,4) doordat aan

1
Fiv =Xy %5y 8y

beantwoordt
1

T, . ., = o 20, 4 . sp e e oo
1090 = Zoag%n %y Ty

Zijn 'Wij de Pliickerconordinaten van een rechte, dan zijn de Wij het
ook. De formules beschrijven dus onder meer de afbeeldingen van de
vari€teit der rechten.

Aan de lineaire transformaties, die de bilineaire vorm S (pro-
Jectieve, die het nulsysteem) invariant laten, beantwoorden in de R6
lineaire transformaties, die de door

26, ®, . =0

bepaalde R5 invariant laten. Bovendien blijft de kwadratische
vorm (het kwadratisch hypervlak)

P1g P3ut Pag Pypt Py By (=0)
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invariant (de vari&teit der rechten). Dus beantwoordt gan de sym-
plectische groep in de R4 een groep met invariante kwadratische
vorm in R5. (Men overtuige zich er nog van, dat dit een "isomorfis-

me op" is.)
3) De prfggggieve transformaties van de 3-ruimte, die een kwa-
driek invarianggigéen elke schaar beschrijvenden als geheel inva-
rlant of verwisselen de scharen. We kunnen ons tot het eerste soort
bepalen. Deze 1s direct product van twee ondergroepen, waarvan elk
een schaar elementsgewijs invariant laat; elk der scharen is wezen-
1lijk een projectieve rechte; de ondergroepen zijn wezenlijk de groe-
pen der projectieve rechte. Dus z?é direct product van tweemaal czq.
Of anders: de draaiingen in de R4 laten zich als quaternionen-
vermenigvuldigingen schrijven,
qu :' x~+pxq—/‘,
die in de R3 eveneens,

Bp : x~-»prp—/l (Re x = 0).

Laat men het paar

r ]
Bp,Bq van twee elementen van é@1

beantwoorden aan
D e ¥
pad 2’
dan heeft men een homomorfisme met als kern de afb., Xx—+%x en X-+ -X
van‘ﬁg. In het klein is dat een isomorfisme,

%) Analoog aan (2) is het geval oy = éé. Alleen vervalt hier
het invariante nulsysteem, zodat men aan de ene kant de hele ctB
krijgt, terwijl aan de andere kant de hele R6 (niet alleen een R5)
een rol speelt.

58. Samenvatting:
Structuurstelling van halfenkelvoudige Lie-algebra's, slot

In het systeem W der wortelvormen is voor AfAL: COS g(m,ﬂj=i%¢3
(j=0,1,2,3) en de verhouding tussen (r,a) en (u,u) is J voor j£O.

W bezit een basis P van primitieve wortelvormen, waaruit heel W
met gehele co&fficiénten, alle 2 O of alle £ 0, kan worden opgebouwd,
In P geldt (p,e)% 0 voor p#e,

en W vallen bveveenkomstig uiteen in de zin van directe som

resp. loodrechte deelsystemen.
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' 59. Complexe cldssificatie van de halfenkelvoudige Lie-algebra's

(1) We kunnen ons naar het tweede criterium voor halfenkelvoudig-
>

heid beperken tot enkelvoudige P met rang 2% 1.

(2) We trachten alle systemen P te bepalen. We bekommeren ons voor-
lopig niet om de lengten van de elementen van P, maar normeren ze
allemaal op lengte 4. Dan komt alles neer op de bepaling van de
klasse ¥ van alle systemen P van vectoren van re&le euclidische
ruimten met de eigenschappen:

A: Uit xeP volgt jul = 1,

B: De elementen van P zijn onderling onafhankelijk.

C: Voor &, B €P, x#p is («,pf) = -3 Vs met s=0,1,2,3.

D: P is niet vereniging van onderling orthogonale deelsystemen.

(3) Met de notatie van 2C heet «,p s-voudlg gebonden voor s#0, on-
gebonden voor s=0. De aldus ontstaande graaph is samenhangend.
(4) Is Pep, P'c P en een graaph van P' samenhangend, dan is P'e p.
(5) De graaph van een Pe P kan geen "cirkel" zijn., Want zij .

P =.{m1,...,um} met (aj,mj+1)¥0 (voor j=1,...,m mod m).

Dan j.S ’ 2 2
: [ Zoy 17 =2y 1™+ g {eg00y)

£ me EZZ(mi,ui+1)é 0

hetgeen onmogelijk is wegens 2B.
(6) De graaph van een Pe P kan geen cirkel bevatten, is dus volgens
3 een boom.
(7) Een element van P heet k-zijdig, als het aan k elementen van P
gebonden is. Is Pe 2 en « k-zljdig, dan valt P \(o) in precies k
niet lege deelsystemen e uiteen, de door « bepaalde "takken".
(8) Is P een verzameling vectoren, dan zij L(P) de door P bepaalde
lineaire ruimte, -
(9) Voor Pey en de acP defini&ren we

9(P,®) = kwadraat van de afstand («x, L(P~(«))).

Dus 0% ¢(P,a) 1
en voor xeP'cPéyp :

_(P(sz ‘-‘4)?7 (/’(PJ “)-
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(10) Ladh xePep zijn en laten P; de door « in P bepaalde takken
zijn, Laat ocje.P° aan « sj-voudig gebonden zijn, (Volgens 6 zijn
deze % ondubbelzinnig bepaald.) ’
Zij ay = ¢(Pj,aj),
a = (P(P:“)-

Dan is S .
a;’l-zcml-
J Laj
(Deze formule is de sleutel tot al hetgeen volgt.)
Bewijs: Per definitie is er een

/5 aL(PJ. \(mj))

met o
‘“j"/j! = aj'

De elementen van verschillende Pj zijn onderling orthogonaal, dus

(mi-/i,ocj-/j) = 0 voor i#j.

Verder (oc,oaj—[j) = (oc,ocj) = -5 \/Ej..
Stel
= K - . =4
v 2 2
dus = X .t) a.x, .,
3! 1-+Z:V§JXJ 53
We bepalen de reé&le scalairen x. zo, dat dit minimaal wordt, te we-
ten 5 j
X, = - =% ,
J 2a ]
Dan is S .
2 J
f?) = /l - Z——"‘ °
2 ™

Hieruit volgt het gestelde.

(11) De elementen van P e # kunnen op zijn hoogst driezijdig zijn.

Want in de som uit 10 is elke summand 2 % s> dus zijn er wegens a >0
‘ten hoogste drie.
(12) 2ij P,Pyep, P, cP (1=1,2), P=P v Py, P,nP, = (&), Z1i]
1
| ?(P/]:‘x)é'g ]
Dan is 1
<p(P,/3)é§voor' PeP,.

Bewijs: Voor Py = {a,p} is dat een gevolg van 10:
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[P(P;ﬁ)él] “ﬁ=% ¢
2

Inductie en toepassing van 9 levert het gestelde op. .
(13) Voor &lk minstens tweezijdig o e Pe 2 geldt

<
¢(P,u)= T e

Bewijs: Zij x gebonden aan uq,a2. Het is voldoende, het gestelde‘
voor het systeem {« ,u,ug} te bewljzen, Volgens 10 is

1
1 1 _ 1
p(B0) 21 - -y =3 -

(14) Bezit P e P een driezijdig element g , dan is ¢(P,«)= 7;1- voor
elke ®eP,

Bewijs: Zij P' een door g bepaalde tak, zodat «eP! zodra «#pg
Zij P"=P\P', Dan is peP"e¢p . In P" is p minstens tweezijdig, dus
volgens 13 ¢(P", g )= % , dus volgens 12 ¢(P,m)§-% .

(15) Geen Pe kan meer dan één driezijdig element bezitten.

Bewijs: Stel = en p driezijdig in Pep . Pj (j=1,2,3) zijn de door
o bepaalde pakken, x, &P, gebonden aan « , en ﬁeI%P‘Dan is
@(P.,Mj)é 1 en (volgens 14, of voor g =&, volgens 13) y(Pq;«q)é%-,

J
dus

1
V(P:“)éll"
el y.q y.

hetgeen volgens 2B niet mag. ° _
(16) Geen Pe p met meer dan twee elementen bezit een 3-voudig gebon-
den paar,

Het 1s voldoende, dit te bewljzen voor een systeem fo, 50}
met drievoudige binding tussen « en g en binding tussen A en v .

Volgens 10 is

(17) Heeft Pep een dubbele binding, dan is ¢(P,¢)% 4 voor alle
y ¢ P.

Volgens 12 behoeven we dit alleen voor systemen {a,ﬁ} met dub-
bele binding te bewijzen. Volgens 10 is

, . 2
?(P:ﬁ)=1 - E‘T/]‘ 2

1
2

(18) Geen P ¢y bezit een driezijdig element &n een dubbele binding.
Bewijs: Zij weP driezijdig en zlj tussen g en y een dubbele binding,
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P! een door y bepaalde tak, zodat u,BeP'. Is «#£g, dan is
driezijdig in P', dus volgens 14: p(P',5)% % . Is x=p, dan volgt
hetzelfde uit 13. Volgens 10 is
2
p(Pru(y)sy) it - =

1
hes

(19) Geen Pep heeft meer dan één dubbele binding.

Bewijs: Laat « met g en ymetd dubbel zijn gebonden, Zij P' een
door & bepaalde tak en By, € P'. Volgens 17 is ¢(P',r)s % s dus
volgens “10: '

= O,

PP o(9), 5)51 - 2o,

2
(20) Een Peg met dubbele binding bezit volgens 18 een lineair

geordende graaph. Heeft P meer dan vier elementen, dan kan de dubbe-
le binding alleen in het begin (of op het eind) staan.

Want zij P={0%,N2,u3,u4}a5} met binding tussen aj en mj+1 en
dubbele tussen %, en %3 Zij Pj = {&,... aj} .

1¢(P2:“2) = 1 = Z%; ='% 3
_ 2__ 2
QO(PB.’O(B) - ,1 4‘3 - 3 2
. ff 1
?(P4:“4) =1 - Ejj =T
3
1
?(P5,W5) = —r;l-=o
F
(21) Zij qu-p het systeem {“1""’“q} met enkelvoudige bindingen
tussen &, en «. .. Dan is
J J+1

_ a+1
Pk 0y) = 35 -

Duidelijk voor g=1. Inductie:

- ’ 1 g+2
(f’(K 2 % ) =1 - = *
g+1° "g+1 M qu’l 2(q+,])

(22) Z1J Pep en o eP driezijdig. De door J bepaalde takken moeten

wegens 15 en 18 van de vorm K_,K K, (zie 21) zijn. Dus

p°a

_ 4. P __r
P(Ps9) =1 - oot - gy -

BiJ de uitfrukking y = §T§$77-hoort de functietafel

X=:]]3’/2‘53,922!‘:5;o..
y = T % ) B é% s ++s monotoon,



L.Gr. 69

Dusf pP,49,r niet alle z 2,
' geen twee 2 3,
Men neme p2gsr. Danh zijn alleen toelaaftbaar:
p=d=1, r willekeurig
p=1, q=23 P§=4~

(23) Behalve de reeds bekende (57) zijn er alleen nog de systemen
Pep:

3?2 F; = }1 : ' 1

# —— z$ S e B ) 52
7[:/4 £a P4 ;”,3 fa

. ,fz 78
Eé £3 Ps fe fa £

i f
¥ c— . s . 133
7 fa FPq 74 Fz P P
K

. ® - ' v— & 248

%8 f4 I3 fs Fo ) 72 73

Want volgens 16 zijn de systemen met drievoudige binding door
%yz uitgeput. Volgens 18, 19, 20 zijn die met een dubbele binding
door &?1 resp. of”; en F, uitgeput, en volgens 15 en 22 zijn die
met een driezijdig element door 291 en fkr §7"§8 uitgeput.

Door deze schema's zijn ook de vectorlengten bepaald. Een es-
senti€le keus, hoe de pijl te zetten, is er alleen in het geval,
dat door &Ql en £ is onderscheiden,

De existentie van de vijf enkelvoudige "exceptionele" Lie-
algebra's zou nog moeten worden aangetoond. De studie van deze al-
gebra's heeft in het laatste decennium grote vorderingen gemaakt.

Classificatie-stelling: Er zijn essentieel vier grote klassen

%.(1z1), £y (123), £(1z22), ¥ (12 4) en een vijftal exceptio-

nele enkelvoudige .complexe Lie-algebra's, %%2,374,-56, 57, 58'
(Voorlopig alleen bewezen: "ten hoogste".)

59. Als voorbeeld voor het existentiebewijs werken we de 9&2
uit. We hebben de primitieve wortelvormen fH’AfZ met

(f’}’fﬂ) = 1, (f’/l:j’g) = - %3 (/’72:/”2) = 3.

op een proportionaliteitsfactor na. Wegens
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o (fq:fg)
(fﬂ’fﬂ)

is er een fq-ladder ter lengte 3 door Pqs dus we krijgen de wor-

telvormen
Po * fas fo T 2P po 3p4 -

Dan is er wegens

()°2+3j’1;l’2) )
(posp2)
2f2 + 3}9,‘.

Bovendien zijn er de tegengestelden, en dubbeltellend de wortelvorm
0. Dus dim Py = 14,

nog een wortelvorm

~F
We hebben 1 ~/J,]-ladder' teﬁ'lengte 2 }
P

o M g "o 3 g(ﬁffﬁ)
1 ? -ladder " " 2
2 -

i 1 g M 1" } Nfz - 4(f2’f2) *

De proportionaliteitsfactor van daarstraks is dus %% . We hebben de
1 it 4
formule uit 43 N =5 p(p+1)(p+2)
A a -ladders 2

gebruikt, Om de N, 5 te berekenen, gebruiken we uit 49

3 -
N, o= Vb (o, ),

3

waar p het k-de element van onderen in zijn «-ladder is, en er k!
naar boven op volgen. Dit levert op

A e,V

N = £ s N s N
forpq V8 Paspatre 27 B Tpi2ptp, =

= ¢ V 1
/I
- 54VC§: N e Vr-

N
fPos3pqt fo PAtPoe2pqtpo
waarbij Jacobi de relatie
& £ =
&3 + 4 5 0

&

oplevert (indien de vierkantswortels niet positief imaginair deel
.zijn genomen). Door deze N x,p zijn de andere bepaald (Jacobi),
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Dezelfde methode zou voor de andere exceptionele Lie-algebra's
heel onhandig zijri. (Wel levert ze de existentie op.) le laten nog
even zien hoe systematilsch toepassen der methode van 55 de 24 posi-
tieve wortelvormen van de fﬁ oplevert:

1000 \\\; o100 0040 004
‘ N z/// . (K///’\\N K//;/ﬁ
14106 o115 3

1

//2ﬁzo 411&1\ ﬁ{///)94110
120 N \\\
e 1114 o424
1%29 P
121
0422 k///
/112/ 1221
1222 \
3}
1231
4232‘/
yd
1242
vd
2342

De primitieve wortelvormen zijn gerangschikt zoals in de graaph,
Dus b.v. 2342 betekent de wortelvorm 2f2+3f4+4f3+2fH.

59. a. Het valt op, dat de hoogste wortelvorm de overige in alle
"cobrdinaten” overtreft. Dit geldt algemener:

Zij ' enkelvoudig en halfenkelvoudig. Dan geldt voor de hoogSte
wortelvorm «=z:aifi,’vergeleken met alle overige g8 =Z:bifieLJ; aigbi
voor alle i (p;eP).

Stel namelijk, voor zekere p was dit niet zo. We kunnen g 2zo
kieZen, dat voor geen positieve wortelvorm y geldt: p +yeW. Wegens
de maximaliteit van o is «x+p eW; maar ook w=-p ¢W, omdat dit een wor-
telvorm zou zijn met positieve en negatieve co&€ffici&nten blj de Py
Dus (&,p)&0, :
Zbi(uxf'i) = 0.

Wegens de maximalitelt van « is
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(,p,) 2 O,
Dusi uit by # 0 volgt (a,fi) = 0,
Wegens «#0 is ér een i met («,pi) # 0, dus met b, = O. Daar gde
graaph van I samenhangt, is er dus ook een f’éP met een buur o eP
zodat p niet en ¢ wel in 3 optreedt. Maap dan is (g,p) <0, dus

f+peW in strijd met de veronderstelling,
De hoogste wortelvormen zijn onderscheidenli jk:

GZl : P4 +,f2 tooot /1_1 + 71

&@1 : 2jH+ fo +2/3+...+2/1_1+2f1

4?1 2/1+2/2 +...+2/1_1+/1

191 : ﬂ1+f2+f3+2f4+'°'+2fl

§72 : 3f1 + 2f2

f’4 : 2/,]-!-2]:2—}-4/’3-%-3/94

'g6 Pt 2f2 +/3 + 2/4 +'2f5 + 3/6

57 P R2pkp, k 2f3 + 2p) + 3/)5+ 36 + 4/07
£g 2f1+2f2+3f3+3f4+4/5+4f6+5f7+6f8

60. Topologisch intermezzo.

Voorlopig zij G een boogsgewijs samenhangende ruimte, Verderop
(vanaf eind van (3)) wordt ook vefondersteld, dat in G elk punt wil-
lekeurig kleine enkelvoudig samenhangende omgevingen bezit (defini-
tie later),

(1) M) =i de verzameling van alle wegen in G, d.w.z. van de
continue afbeeldingen in @ van het segment 0 2T z1,

Voor w,w'e ) met w(1)=w'(0) wordt w" = Wow'e ») gedefinieerd
door

Il

w'(%) = w(2%) voor 0z

i

w'(2t-1) voor
Voor A,Bc (@ zija%*f de verzameling der wegen w met
w(0)e A, w(1) e B.

Méestal zal A of (en) B uit een enkel punt a resp. b zijn en dan in
an E hierdoor Worden aangeduid.
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Twee wegen W,,W, heten (A,B)-homotoop, als er een schaar W
(026 21) van wegen bestaat met

=]
1
wgeMA 5

en zodat
~w, (%) continu in e,T
is. Het homotopiebegrip heeft alle eigenschappen van een equivalen-
tierelatie,
Twee wegen w ,w, heten homotoop zonder meer, als wO(O) (O) a,
WO(ﬂ)wwq(ﬂ) =b en als ze (a,b)-homotoop zijn. De homotopleklasse van
w wordt [ w] genoemd. De verzameling van alle homotopieklassen heet

LaD].

Uit W, homotoop w, en wé homotoop w% volgt (voorzover gedefi-

nieerd): woowé homotodp qu w%. Derhalve is voor sommige paren in

M) een product gedefinieerd:
[wlelw!') =[wow']

Voor dit product geldt: associativiteit, unieke existentie
van links-één en rechts-één (voor elk element afzonderlijk), unieke
exlstentie van inverse. Als voorbeeld bewijzen we de assoclativiteit.
Zie tekening - elke niet-horizontale 1lijn wordt in één punt afge-
beeld; de horizontale 1ijnstukken worden afgebeeld volgens de func-
ties, die ebbij zijn vermeld:

il

Wit (%) = w(he/s+1) voor 0ghvsoi,
w!(4t-6-1) voor s+1 s bv g e+2,
1" (4t-e-2/2-6) voor o+2 ¢ 4T 24,

Il

il

2 1t

Dan is w!" = (Wowt)o w",
1"

W”]” = W O(AWI o W )’

dus inderdaad wé" homotoop w%“
[a0 7] 1s een "groepoide"

(2) De [w]e ﬁwj]met‘ueaﬂg vormen zelfs een groep ¢ Voor
diverse p,q zijn ¢p en ¢ isomorf door middel van een f die als
Volgt is gedefinieerd: men kieze een vaste ueaﬁ7g en stelle

‘ -1
£ lwl="[ul"" e [w]e[u]
We spreken ook van ¢ zonder meer, ¢ heet de fundamentaalgroep
van G. Bestaat ¢ alleen uit de één, dat heet ¢ enkelvoudig samén-
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hangend. Elke weg w met w(0)=w(1)=p is dan homotoop met de constan-
te weg (w(v) identiek =p). Twee wegen W, en w, met wO(O)=w1(O) en
wo(1)=w1(1) zijn dan steeds homotoop.

(3) [Mp] z1j de verzameling van alle [w]e [an] met weanog.
We topologiseren &mop] en noemen het dan de universele ontrolling
van @. ,

®{w] = w(1) definieert de "projectie"  wvan [awop] op G.

213 U een boogsgewijs samenhangende open verzameling van ¢ en
K een maximale verzameling van onderling (p,U)~homotope wegen, De
verzameling van alle [w] ¢ K heet dan een blad boven U. Onder een

open verzameling in U%@p] verstaan we een vereniging van bladen.
(Men ga na, dat dit een topologische ruimte is),

De projectie van elk blad boven Uis U, Is U enkelvoudig samen-
hangend, dan is =x op elk blad boven U topologlsch. De hoofdzaak is,
om aan te tonen, dat ® -1 is:

213 [w_] en {wq] in hetzelfde blad boven U en ww ] =W[W1]
Dan is dus wo(o) = wq(o) = P,

Wo(q) = W1<ﬂ) = Q5

en er is een schaar wG'(Og T ¢1) met w . (v) continu inesen © samen

en w (0) = p, we(1) eU,

wg(ﬂ) als functie van ¢ is een weg in U met wo(1)=w1(1)=q, dus homo-
toop met de constante weg u(=q). Er is dus een we(w) (15 ts2), con-
tinu in ¢,t samen, met

WG(Q) = g5
w () = wq(r) = q (1 Ts2).
Stel : _wé(r) = w_(27) voor O ¢t ¢1.
wé en w% zijn homotoop, wé =W eu, w% = wqo u. Dus zijn ook W, en

wq homotoop. Dus ig « hierp T-1.
Merk nog op, dat elk punt in G willekeurig kleine omgevingen bezit,
die projectie van bladen zljn.

(4)[2M)p] 1s enkelvoudig samenhangend ("samenhangend" is evi.
dent),
Bewljs:‘We nemen een weg z in [&ﬂp] met z(0)=2z(1), Voor z(0)=z(1)
mogan we [ul nemen, waar u ¢ a0 de constante weg (=p) is. Omdat de
verzameling der z( &) compact 1s, kan ze worden overdekt met eindig
veel open verzamelingen, waarvan elke een blad is boven zekere enkel-
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voudig samenhangende U, Er zijn dus O=cb<:¢1A<.,.<«rk=ﬁ, zo dat

voor e 3636, : z(e)e Dblad boven zekere Uy

(Ui enkelvoudig samenhangend).
z(e,) = [we T .
1
Omdat z(ei_q), z(s;) in hetzelfde blad boven U; zijn, is

W (psUi)—homotoop met w_ ,
11 1

Uy

Dus is er w_e wﬂp met

w@(r) continu in o,% (Ki_qg_s ési)'

Stel z'(¢) = [wye] voor Oz & 31,
Z(@i_1)= Z'(é.i—-’l)’ Z(G'j_) = Z!(G'i)'

z eén z' zijn producten van stukwegen Z; resp. zi beantwoordende aan
“y.4%% §6;. Z, en zi lopen in hetzelfde blad boven Ui; dit blad is
homeomorf met Ui’ dus enkelvoudig samenhangend, Dus zijn Z4 gn‘zi
homotoop, dus ook z en z'., We behoeven dus alleen nog aan te tonen,
dat z' homotoop is met de constante weg (constant = ful).
We stelleéen ‘
zly(e) = [w ((1-wt)] voor 0cm ¢4,

Dit definieert een schaar wegen z, 1n [%ﬂp] me?t

2! = g!,
z%(s? = [w (0)] identiek = [u],
21(0) = Lw_((1-4)%)]= 2(0) = [u],

2, (1) = Lw ((1-4)%)1= 2(1) = [u].

Hiermee is het gewenste aangetoond,

(5) De fundamentaalgroep ﬁp van G werkt als transformatiegroep
in [QM)p] door middel van linksvermenigvuldiging, ‘

[o)=[v]-[w]  (vemD, wem?).

Een blad boven zekere U wordt hierbij in een blad boven dezelfde U
afgebeeld, De afbeeldlng is continu. Voorelk paar punten [w], [w’]
var1[8M%J met dezelfde projectie is er een element der fundamentaal-
groep, dat het een in het ander afbeeldt, te weten [w']e Lw"qj .
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Zij @' ondergroep van ¢, Door voor elke{w] alle elementen van
g' [w] onderling te identificeren, verkrijgt men de @t-ontrolling
van G. De universele ontrolling is 1-ontrolling, R zelf is zijn ¢-
ontrolling, Voor de @'-ontrolling worden begrippen als projectie
eh blad boven U op voor de hand liggende wijze gedefinieerd. De
projectie is dan ook weer 1-1 in een blad boven enkelvoudig samen-
hdngende U.

Z1j 6' een hoogsgewljs samenhangende, in het klein enkelvou-
dig samenhangende topologische ruimte en A een afbeelding van G!' op
G, die 1in een voldoende kleine omgeving van elk gewenst punt van !
een homeomorfie is. Zij ap'=p. De =~ -beelden van de zojuist genoem-
de omgevingen overdekken dus G. Bij elke weg we o) is er een ein-
dig aantal, die de verzameling der w(®) al overdekken, Er zijn dus
0=T,<T%<...< T =1, zodat de verzameling van de w(<) (ti_qg T §1ﬁ)
in zo'n omgeving ligt. Is het a -origineel w'(wi_q) van W(ti_q) be -
paald, dan is dus voor alle T met T4 $Ta%, het n-origineel w!(T)
van w(®¥) ondubbelzinnig bepaald door de eis dat w'!'(®) continu van T
afhangt, Dus is ook voor elke we.mﬂp het 7 -origineelw'als weg in
G' met w'(0)=p' ondubbelzinnig bepaald.

Analoog beredeneert men, dat hierbij aan homotope w in G homo-
tope w' in G' beantwoorden., Deze 1-1-relatie tussen de ontrollingen
van G en G' is uiteraard een homeomorfie, G' ontstaat uit deze ont-

rolling door projectie, is dus cecen zekere gt-ontrolling van G,

(6) ¢ zij nu tevens groep en wel topologische groep. Dan 1s
ook de universele ontrolling van G als topologische groep op te vat-
ten, Stel namelijk p=groep-één, en voor w, w'e mﬂp

w'(z) = wiw)w (v),

Dan is
i3

W' = Ww'! e |,
P

Is W, homotoop v, door middel van een schaar W, evenzo wé homo-

1 3 1 3 ! $
toop W1 door middel van Wl dan is wowé homotoop quq door middel

van de schaar wgw; . Dus 1is zelfs een vermenigvuldiging in [&Op]

{W][W']:[ww’]

Het is duidelijk, dat we een topologische groep krijgen.

gedefinieerd:

™ 18 nu een homomorfisme, omdat w[ww'] = (wut ) (1)=w({1)w'(1)=
nlw]. = [w'] is. De kern ervan bestaat uit de [w] met wlwl= w(1)=
groep-één, dus uilt alle elecmenten van ¢p‘ Hij is zelfs (groeptheore-
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tisch) isomorf met ¢p. Zie tekening - men denke zich een punt van
het vierkant met coordinaten (x,s) afgebeeld op w(e)w'(s), dus de
horizontale 1lijn volgens w, de verticale
volgens w', de twee aan elkaar gezet vol-
gens woew', de diagonaal volgens ww'; de

schaar w, wordt zo gedefinieerd, dat de W' '
lijnen © = const. van w', (v) evenwijdig %(ﬁ '
met de andere diagonaal zijn, de lijnen ;ééii N

¢= const, zijn de gebroken lijnen van
links onderen naar rechts boven; wg is woew', w

les:

" is ww', In formu-

WA

W”('C)

" w((2-¢)s)w!(¢t) voor Os T e,

Il

i

W(l-ct+et)w' (6-6T +27-1) voor 25 © 3.

Breidt men deze afbeelding analoog in de andere helft van de
figuur ult, dan blijkt we w' homotoop w's w. Dus ¢ commutatief.
Maar we kunnen nog meer bewiljzen: '

G is homomorf beeld bij w van zijn universele ontrolling G',
naar we zagen. De kern van het homomorfisme is een discrete groep
@, 713 algemeen een éontinu homomorfisme van een samenhangehdé to-
pologische groep G' en een dergelijke, G, gegeven, met discreteé
kern H. Dan is H normaaldeler, dus a;ca~16;H voor x eH, Nu 1s ax a

=1 constant, dus az.a"qzx

-1
continu in a maar H discreet, dus ax a
voor X e¢H, dus H in het centrum. Speciaal is de fundamentaalgroep
van G 1in het centrum van de universcle ontrolling van G. Is een
groep G' gegeven en H cen discrete ondergroep van het centrum van G,
dan is G' een ontrolling van G/H.

Stelling: De flndamentaalgroep van een lokaal enkelvoudig samen-
hangende en globaal boogsgewijs samenhangende groep G is commutatief
en ligt in het centrum van de universele ontrolling van G,

(7) G en zijn universele ontrolling zijn in zekere omgeving
van de groep-één topologisch isomorf, We tonen aan:

stelling: Samenhangende en lokaal enkelvoudig samenhangende
groepen, dle in zekere éénomgeving topologisch isomorf zijn hebben
wezenlijk dezelfde universele ontrollingsgroep, _

Het is voldoende, te bewijzen, dat G en G', indien ook globaal
enkelvoudlg samenhangend, topologisch isomorf zijn,

G en G' zijn isomorf verondersteld in een omgeving Uc G van de
groep- één, we mogen U als enkelvoudig samenhangend aannemen., Door de
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isomorfie £ is U op U' afgebeeld. We bepalen (op grond Van’de con-
tinulteit van de groepoperaties) een éénomgeving V zo dat VWe U,

Z21J w een weg in G, De verzameling M, van alle w(t)w(w:')"/l
met jv~t'}gd is compact, Oy, oMy = groep één. Dus voor zekere
g>o is Mg < V, dus

w(e) wix)~ e v voor jr-t¥ls ¥,
Kies 0 = to< mq Ca T = met ’ti_ti—1}< £,

Bepaal nu een weg w' in G' stapsgewijs, nadat w!(0) voorgeschreven
is, als volgt:
voor w; 44T £ 7T, stel w'(s) = £(w(z)w(v )"1)~w'(t

i1 1-1)

Merk op, dat W(t)w(ti_q)_qeav, dus £ zinvol en dat W‘(ti_q) in de
voorafgaande stap bepaald is, Zij ¢ = mini(ti—tiuq). Voor Ozt -t¥e

-
is er dan een i zodat =. < T £gT 4T, .
€ 11 i+

w(e)w(z*)™1 = w(w)w(z,) ow(v Jw(=) Te vy e,

Dus: bij gegeven weg w in G en gegeven w'(0) in G' hoort een
weg w!' in G' zo dat voor %ekere £>0 en alle t,t* met Og v,z*@ 1
en [t*-vl<e geldt:
o (2wt (397 = r(w(e)u(s*)),

Men gaat gemakkelijk na, dat w' door deze gegevens ondubbelzinnig
bepaald is. - We duiden die w' ook aan door @(wsa') als a' de gege-
ven waarde van w'(0) is,

Speciaal hoort op deze wijze bij elke weg w in G met w(0)=groep-
één één weg w' in G met w'(0)= groep één, die we ook 6w noemen,

We tonen nu aan: Voor v(0)=w(0)= groep één is 6(vw)=6v.6w:
Allereerst bepalen we de één-omgevingen V,sV, zo dat

-1
Vv, 1

v(e)Vzv(s)'qc.V

cv, Vv, lev,

1

is., We bewlijzen dan: als ceV dan

25
£(v(s)e v(e)™ 1) = vi(e)r(c)v(s)] (%)

voor v'sev. De verzameling ¥ van de & waarvoor de vergeli jking
klopt, is afgesloten en bevat &=0, We behoeven alleen te bewijzen,
dat L tevens open is (t.a.v. O g &21),
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7i] G&éﬁ} en & zo dicht bij @, dat'vﬁkﬁv(so)"qe v, is. Dan zijn
in -1 -1 -1 -1
v(e)e v(e)™ =v(s)v(e )™ +v(s )e vis,) V(e )v(e)

de drie factoren rechts in Vq, dus

(v(e)e v(e)™") = £(v(e)v(e )TN P(v(s e v(e,)T 2 (v(e)v (e, )N
= vi(e)vi (s, ) v(s, e vr(so)”.v'(s—o)vr(;)

gezien de definitie-eigenschap van v' en de veronderstelling t.a.v,
55 Hiermee 18 ee¥% bewezen en dus de geldigheid van () voor
Os7Tsg1.

We schrijven nu
] - o "/‘ - "',]
(v{w)u()) (v (#)u(*)) =v(w) (w()w(z*) v (=) v (w)v (e
Zijn |t-t¥| zo klein, dat w(v)w(v*)“q
Dan kunnen we (*) op de eerste factor rechts toepassen met

e V, en v(t)v(t*)“1E'V4 is.

c=w(n)w(v*)“1. Aangezien beide factoren rechts in v, zijn, hebben

£((v(e)m(=)) (v(=*)n(=*)) ™ = vi(e)(wt (s)wi (z %) i (e) v (w)v o9

(vi(w)w (=) (v(s*)u(x*))"",

il

hetgeen betekent, dat
e(vw) = Ov.6w

is.
Verder blijkt -1 -1
ov. = (ev)” ',

als men (*) toepast op
Av(v*)"q-v(t)v(c*)'q,v(v*).

Het 1s onze bedoeling, de definitie van f zo uit te breiden,
dat
fa = (SW)(/I),
indien w zo gekozen wordt, dat

w(0) = één, a = w(1)

is, We hoeven alleen te bewijzen, dat deze definitie eenduidig is,

d.w.z. dat voorb
v(0) = w(0) één, v(1) = w(1)

ook geldt ‘
(ev)1= (ew)1.
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Volgens het zo julst bewezene komt dit €rop neer aan te tonen, dat

ulst .,
w(0) = w(1) = groep-één

volgt ..
i (6w)1 = groep-één.

1) dus w gegeven met w(0) = w(1) = groep één, Volgens veron-
derstelling is G enkelvoudig samenhangend, dus 18 er een schaarp

W, (086 1) met w_(w) continu in ¢,v en w,(0) = W@CU=W1(V) = groep-

één, We bepalen 0sc_< G4 .0 <oy =1 zo, dat
vi(v) = We. (t)ww.(t)é U.
1-1 i
Dan is
W o= V1V2'°°Vk’
dus ook Ow = @vqoevg..‘evk,

Daar vy in U verloopt is
(6v,)(™)

]
o
e
N
a
N
s

dus voor T =1

il

(evi)(ﬂ) groep-één,

groep &én,

Il

dus (ow) (1)

hetgeen we moesten bewijzen.

Dat de zojuist ondubbelzinnlg gedefinieerde f een continu homo-
morfisme is, is duidelijk. Evenzo, op grond van de gelijkwaardige
rol van 0 en G!', dat het zelfs een topologisch isomorfisme is.

61. Zij " Lie-algebra zonder niet-triviaal centrum (d.w.z,
(x,r} = 0~2%=0). Dan 1z de doopr r voortgebrachte Lie-groep G, ook
zonder nietifriviaal cencri, We weten al dat Gq in het klein iso-
morf is met G; de bewering is, dat die isomorfie globaal geldt.

Bewijs: I' bezit de voorstellingen ¢enwresp, in I en F, gedefi-
nieerd door -

()X = [A,x], w(A)X = [A,% 7.

Deze voorstellingen zijn equivalent door middel van © met

~

i

= hY

@

&

e<f8"1 .

&
1l

Defini&ren we w(a) voor a &G, door



LiGe, 81

v(a) = axa™ ",

dan is y (M) de infinitesimaal-algebra van 'w(G ). Verder is
F=¢(1) die van G,. Dus is
v(a) = eae™ " | (2)

Behoort a tot het centrum van G,, dan 1is v (a)=1 volgens (1), dus
a=1 volgens (2), hetgeen beweerd was.

62. Is @ de unitaire beperking voor een halfenkelvoudige Lie-
groep, dan is G compact. (Later wordt aangetoond, dat G zelf com-
pact is.)

Bewijs: Daar g de negatlef definiete Killing-Cartan-vorm in-
Variant laat, zijn de matrix-co¥fficienten beperkt. De afsluiting
K van G is dus zeker compact., K ig Lie- ~groep.

zZiJ F de Lie- -algebra van a.

Zi] a ¢eK, a=lim a5 8, e« G. Dan is anﬁran -1 ‘F, dus ook aﬁa'1=ﬁ,
dus aGa” 1—G dus @ normaaldeler in K. Volgens 37 (einde) zijn G en
K 1in het klein identiek. Daar K samenhangt zljn ze in 't geheel
identiek. Dus is G compact,

63. G is voorlopig een unitair beperkte geadjungeerde halfen-
kelvoudige Lie—groep; we gebruiken de letter © thans ook voor de
unitalr beperkte stam (1. P.v. 18 ). Op de gebruikelijke basis (een
basis van 9 plus de takkenh E ) bestaat 8 uit zulver imaginaire
diagonaalmatrices H met als matrixelementen de wortelvormen «(H);

o(H)

h=eH heeft overeenkomstig de matrixelecmenten e Als coordi-

naten A(h) van h=eHe ee kunnen we de matrixelehenten eF(H) van h
gebruiken, - waar p de primitieve wortelvormen doorloopt; alle
overige matrixelementen van h zijn immers producten van diverse
A(h). Elke A(h) doorloopt de eenheidscirkel. Derhalve is e® een
compacte groep, namelijk het directe product van 1 cirkeldraaigroe-
pen., We noemen ee ook de stam van G.

In © beschouwen we de deelverzameling D gedefinieerd door
O<Tw < 2% voor elke positieve wortelvorm,

Voor he eD verstaan we onder log h het ondubbelzinnig gedefinieerde
HeD met"h:eH.

D 18 convex, Onder kortste weg van een punt van D nhaar een an-
der verstaan we het eenparlg doorlopen 1lijnstuk tussen lien., Dezelfde

i
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terminologie brengen we door H-aeH op eD over.

64. Op een geschikte orthonormale basis bezlt, naar men weet,
elke orthogonale (unitaire) afbeelding de dihgonaalvorm, Iets der-
gelijks bewljzeh we voor de unitair beperkte halfenkelvoudige Lie-
griepen (voorlopig alleen voor de geadjungeerde voorstellingen):

Stelling: Elk element van een unitair beperkte geadjungeerde
halfenkelvoudige Liggroep is geconjugeerd met een wvan de stam, en
zelfs met een van eD . Twee stammen zijn onderling geconjugeerd.

(Voor andere refle typen en voor de complexe groep is dit niet
waar; denk aan de elementaire delers. Wel zijn in het complex geval
nog alle stammen onderling geconjugeerd, maar niet elk element be-
hoeft tot een stam te behoren.,)

Bewljs: We beelden een omgeving van de O in I af in ¢ door [
nt, E -2, B :

: _ - . o oL H R o

S‘(H—x—Z'cmEa) =h " .e he"e 5

H

waarbi] ho=e © vast, Ho’ He®, E, de a-tak is,

S(HFETE,) =1+ H+ b " [Ty 0 T +...
o e T
=1+ H + (hoﬁ LT E b - Tv B, )+, ..
H+ (e °~’I)Z":&Em+

- . (o~ %(Ho)
=1+ H+ 7 (e 1}tu E, +...

Kiezen we in [ de gebruikelijke basis en in G het hieraan beantwoor-
dende kanonieke ccdrdinatensysteem, dan blijkt de functionaaldeter-
minant van § in 0 te zijn: R

TT(e —*Ol)““/l)s

oL
' o(d )
dus #£0, als H,eD en dus elk ¢ ( o/ £ 1 is.
Voor zulke h  overdekken de §(A) ééndén een omgeving van 1,
als A een omgeving van O doorloopt. Anders gezegd:

hoss 4 Y ‘

23T By - LT B

e h e
doorloopt éénéén een _omgeving van h,, als h=h H een omgeving van h
. D s Ty K R . . .
in e” doorloopt en e ™ * cen omgeving van 1 in de varieteit van de
Z'cm E,
e

Zz1j F de verenigirg van alle verzamelingen aeDaéq. Volgens het
beWezene is elke he eD inwendig punt van F, dus bestaat F geheel uit
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inwendige punten, is dus open in G,

Z1ij ¢ randpunt van F, dus c=1im Chs Cp = anhnan
hne.eD. Wegens de compactheid van G kunnen we (na ulttrekken van
een geschikte deelrij) stellen, dat lim a =a_e&G, lim hn=heaeD,
c=aohoao'q. Daar c ¢ F 1is, is ho¢ eD, dus c¢ geconjugeerd met een
element van eD\D,

De deelverzameling van D\D, diec bestaat uit de H met o« (H)=0
resp. 2wl heet D, resp. D) . Van deze Dy en D! (aeW) is D\D de

vereniging. De vereniging van de aDma~1 resp. aD&a“q (over a) heet

-1
met ane.G,

Fa resp. Fl. Hun verenliging is F\F. We willen aantonen:
dim F\F 2 dim G-3.
Hiervoor is het voldoende aan te tonen, dat
dim.F&, dim F& ¢ dim G-3,

en om dit aan te tonen, is het vol@oende, de dimensie van het raak-
vlak aan F, in een hoe,erh of & eD“ te berekcenen. Dit geschiedt met
behulp van de afbeelggng ¥ , elders toegepast met HO=1og hoe Dy of
¢ D}, (waarvoor dus e~ ©’'=1 ig) en op een H dat tot «(H)=0 is be-
perkt. De verzameling, waarop §{ wordt toegepast, schiet dus één di-
mensle tekort, en door het ontaarden van % bij ho met een rangtekort
van e, schiet het beeld 3 dimensies tekort, d.w.z. de verzameling
der eZtMEQhOHe LT Ey

heeft in de buurt van ho een dimensie g dim G-3, hetgeen we wilden
aantonen,

F 1s dus open in G met een rand, die drie dimensies tekort
schiet, dus G niet verdeelt, Dus is F overal dicht in G, dus F=aG,
dus is elk element van G geconjugeerd met een van eD,

Hierult volgt ook, dat elk element van T (unitair) met een
element van D geconjugeerd is.

H
Z21j ©' ecn willekeurige stam. In e9 is er een a', dat een in
!
ee overal dichte groep voortbrengt. a‘:-gag"/|

1 —
© als ook in g 1e8g bevat, en hetzelfde geldt voor de

door a' voortgebrachte groep en zijn afsluiting, dus eeé.g_qeeg.
U -
Evenzo omgekeerd eec:gee g 1, waaruit volgt eel=geeg 1,

met & eee. Nu is a?
zowel in e

Ook €' en 8 zijn geconjugeerd.
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65. We onderzoeken de fundamentaalgroep van G.

Als in 't vervolg van omgevingen van de groep-één sprake is,
zijn die zo gekozen, dat ze enkelvoudig samenhangend’ zijn en dit
ook nog geldt voor hun coorsnee met ee.

Is U zo'n omgeving, dan bedoelen we met V er een, zodat ch"/l U
voor alle ¢ e¢G; wegens de compactheld van G bestaat zo lets.

1) Elke weg wemd is U-U-homotoop met een weg h, die in P

U
verloopt,

Bewljs: Na a2an het begin en eind van w stukken te hebben toege-
voegd, die in U verlopen, mogen we veronderstellen, dat

w(0), w(1) cePA v
zljn. Na een kleine wijziging mogen we bovendien veronderstellen,

dat w(t)e F,
Dan is w D
w(e) = g(v)n(e)e(x)™", n(v)ee”, g(o0) =
oplosbaar met continue g en h. Hierbij is h uniek. Door

w(t) = g(e)h(r)g(s)”

te beschouwen (zie figuur en vorgellgk figuur in 60 6)
bewljst men dat w homotoop is met

2(0)ng(0)™ e gh(1)g”
= hegg(1)n(0)g(1) g7, +

Daar h(8) = w(6) eV is, is de tweede factor geheel in U en kan door
de constante weg h(ﬂ) worden vervangen., Dus is w met h U~U~homotoop.
2) Zijn de wegen Woque %@g in eD gelegen en U-~U-homotoop, dan
zljn ze reeds binnen é)U—U-homotoop.
Bewljs: Er is een schaar We met w.(0), w_(1)e U, Als functie
van ¢ opgevat is w (O) een weg in Uzd,wz, is in U homotoop met een weg,

die in UneP verloopt. Er is dus u (v) ¢ U met

ue(0) e Une®, u (1) = w_(0),
De wegen
| — o
U, o ? Wy o= U, w,
zijn ook in eD gelegen in eD homotoop met resp, w, en wq. Voor

w'!' = W

0

&




L.Gr.85

geldt bovendien D

w' . (0)e Une”,
en analoog kan men bereiken

w! (1) e Une?

We mogen veronderstellen, dat de oorspronkelijke w reeds die eigen-
schappen bezat, Verder mogen we na een kleine wijziging veronderp-
stellen, dat
w (w)eF
is (went de verboden rand van F schiet drie dimensies tekort, kan
dus nog door de van twee parameters afhangende wg(c) worden verme-
den). Dan is '
- D

() = g.(v) " (v)g (%), h (v) ee®, g_(0)=1
oplosbaar met continue g en h. Hierbij is h uniek. Wegens wf(
is w (0)=h_(0), dus w1(0)=h1(0), dus wegens Wq(t)e e ook wq(
Verder wo(t)=ho(t). Tenslotte zijn ho(0) = we(0) en h_(1) = w

in U, Dus zijn W, en wq reeds in eD U~U-homotoop.

3) Elke weg w:saﬁq is homotoop met een weg, die op begin- en
eindpunt na in eD verloopt.

BeWijs: Men vat w op als element van 9"73 en past (1) toe, Dan
verkrijgt men een schaar w_ met Wo=W, wq(v) & eD, W.(0)e U, w.(1) eU,
Nu is w_(0) en w_(1) homotoop met de constante weg. Door een proce-
dure zoals in (2) verkrijgt men het gewenste resultaat.

L) 7413 wo,wqe.%é en op begin- en eindpunt na in eD gelegen
en zijn ze verder homotoop, dan zijn ze reeds homotoop in eDk/(ﬂ).
Bewljs: Men kieze U zo, dat in een kanonisch cordinatensysteem
U7\ee een bol wordt, Door wvan W, en w, voldoende korte begin- en
eindstukken weg te laten, verkrijgt men wegen, die als elementen van
9%73 kunnen worden opgevat en waarop men (2) kan toepassen. In '
geheel verkrijgt men een schaar w. met wg(t)e eD voor O < T <1,
we(0) e U, wy(1)e U, Laat u_(7v) voor elke ¢ ecenparig in v het 1ijnstuk
van 1 naar w_(0) doorlopen; evenzo v.(T) dat van w (1) naar 1; deze
lijnstukken zijn in UrweD gelegen., Dan is Ueoo W_e V., =wl de gewens-

te schaapr met w!(0)=w!(1)=1, en in eDnJ(ﬂ) gelegen,

5) Om de fundamentaalgroep van G te berekenen, kunnen we ons
tot wegen w beperken met w(0)=w(1)=1, w(v)e eP voor 0« T <1, Voor
zulk een weg is log w(t) als continue functie van © (05 T <1) met
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log w(0) = O uniek bepaald; log w(w)eD voor O < © <1. Wel kan

1im log w(w)#d zijn. We noemen

T="]
lim log w(v) = % w,
U=

Dan 1is
M W e Z,
waarbij Z bestaat uit de elementen H van T met eH=1. Z 1is eindig.
Het is duidelijk dat v de verzameling )] op Z afbeeldt.
Voor homotope w_,w, e ﬁﬁq met w_(7T), wq(t)e e voor 0xw <1
kunnen we de schaar w_ zo aannemen, dat wg(v)e.eD voor 0 < T <1,
Uit de beschouwing van log w_(v) en de eindigheid van Z volgt, dat

77WO=7?W,1.

Zij'omgekeerd voor twee dergelijke wegen PW=T W, Laat dan
voor elke v H_(w) het lijnstuk van log wo(t) naar log wq(v) een-
pﬁr%% met O ¢ ¢ &1 doorlopen (resp. H_(1)=~ W= W,).

e ” = wﬁ(t) definieert een schaar, waaruit de homotopie van W,
blijkt.

% brengt dus een 1-1-afbeelding van de fundamentaalgroep @
van G op de verzameling 7 tot stand.

Stelling: Men vindt‘een volledig representantensysteem van de
fundamentaalgroep der unitair beperkte halfehkelvoudige gead jungeer-
de groep G, in de vorm eHC@ door elk punt van Z (= verzameling der
HeD met eH=1) door één weg H (met H(T)e D voor 0 < v <1) met O te
verhinden.

In het bijzonder geldt:

Stelling: De fundamentaalgroep van een unitair beperkte half-
enkelvoudige Liegroep is eindig. Zijn (universele, dus elke) ont-

en w
1

rolling is compact.

66. We berekenen de fundamentaalgroep voor de verschillende
typen van enkelvoudige (niet abelse) groepen.
Volgens 59a 1is voor de hoogste wortelvorm elke cobrdinaat maxi-

maal., De hoogste wortelvorm is dus als functie op © groter of gelijk
elke andere, D (zie 63) is dus bepaald door

&

DI Py >0 (J=1,...,1), Tu<2w

waarbij u de hoogste wortelvorm is (zie 59a). We moeten Z bepalen,
d.w.z. alle punten van D zoeken met alle ﬁjEO mod 2w i, Deze punten
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(opgeschreven met de fﬁ als coordinaten) zijn op een factor 2xi

na: )
7 (0,0,...,0,0)

1
(1,0,...,0,0)
(0,1,...,0,0)
(0303 . °J/I.PO)
(0,0,...,0,1)

& : (0,0,...,0)

1
(0,1,...,0)
JE; (0,0,...,0)
(0,0,...,1)
ﬁﬁ: (0,0,0,...,,0)
- (1,0,0,...,0)
(0,1,0,...,0)
(OSOS/‘J' SO)
%2: (0,0)

fh; (0,0,0,0)

%6: (0,0,0,0,0,0)
(1,0,0,0,0,0)
(0,0,1,0,0,0)
(
(

03030305030.’0)
0,1,0,0,0,0,d)

%8: (0,0,0,0,0,0,0,0)

Dus: de 9%,.F4, 58 zijn enkelvoudig samenhangend, de fundamentaal-
groep van de geadjungeerde ;ﬁl, i&, 57 is 2-cyclisch, die van de E6

is 3-cyclisch, In de overige gevallen moet men, om de structuur na-

der te bepalen, nog een kleine moellijkheid overwinnen.

Nummer de punten van Z zoals neergeschreven als Zo’Zﬂ"°' Bij
deze z, hoort een weg H, van z_ naar z. me . e D voor o< zx <
; hoort g Hy o B ; met Hl(t) r g, 13

eﬁ hierbij hoort het element e t van @ . Het product van e + en

e J kan als e i+H5 worden verkregen, maar H;+H. 1is helaas in het
algemeen geen weg, die op begin- en eindpunt ng in D verloopt, zo-
dat we zijn homotopieklasse niet overzien, Om dit te vermijden, vér—
vangen we Hi of /en Hj te voren door een homotope weg, ;
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Bij toepassing van een inwendig automorfisme blijft een weg aan
zichzelf homotoop, want w is met cwc"q door een schaar cc,,wczs_'/l ver-
bihdbaar (waar c_ continu van & afhangt). In 46 hebben we cen in-
wendig automorfisme leren kennen, dat de stam invariant laat. In
8" induceert het S :

« (§,0)

Su? = f‘ 2

(&:Q) o

Sa permuteert de wortelvormen onder elkaar. Sm induceert een af-
beelding qu van 6,

F1t Spy Paam Paatpie Sy pi=rys Sy Paiq= PP

S = p. overigens,.
fifJ ﬁ] g

T z. =2,  ~Z.+7. T =% . Overigens.
£yl i-1 71 71i+1° fiZJ J rig
Tp M1 =y qg-HyHy

(Hi was een weg van z., naar zg in D op begin- en eindpunt na). Dus

H H

. ., -H.+H.
e = homotoop met e -1 71 11

Hieruit blijkt: ¢ 1is (1+1)- cyclisch. Want z1J reeds bekend dat

H, -1 H. .

¢ ©  homotoop met (e 1)1‘1,

H H, 1

e € i i (e 1) s
dan volgt hieruit

eHi+1 " " (qu)i+1.

ﬁi (12 4): qufqz-fﬂ’ qufl=fq+fl, quszfj overigens,

ngfgz'fgf Sf2f1=fq+f15 szszfj

1

1

S pnm=pas S ppy=patpr, S = g )
paf37 737 Sp Pty p5li7 73

ksl

T z =-2 +zl, T 22=—22+zl, Tﬁ

fq 1 1 f2 =—ZB+24.

3
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Analoog als bij (%1 volgt hieruit, dat alle elementen van ¢ van de
orde twee zijn.

67. In dit nummer speelt de unitaire beperking geen rol, We
bestuderen de kaleldoskoopgroep K nader, d.w.z. de groep voortge-
bracht door de Su(aeaw), Hiernaast beschouwen we de groep K'! voort-
gebracht door de Sm(ufsP). Achteraf blijken K en K' overeen te stem-
men, _

We identificeren 6 en 9% op de gebruikeli jke wijze. De vlakken
o« =0 (x ¢W) verdelen © in gebieden genaamd kamers. Punten van O he-
ten equivalent, wanneer ze door afbeeldingen uit K' in elkaar kun-
nen worden overgevoerd, Een punt heet dominant, als het door geen
equivalent element wordt overtroffen in de gebruikelijke rangschik-
king. Noodzakelijk voor dominantie van § 1s

(f,f); C voor alle p¢P,

omdat anders 5 equlvalent zou zijn met zekere § +mp (n1>O), die
hoger staat,
" (y5p) >0 voor alle peP

beschrijft een kamer, de bovenste kamer C., Alle dominante punten
liggen in €. Elk punt ? is equivalent met een uit G, want is j'
het hoogste met § equivalente punt, dan moet (;,f)g O voor alle
peP zijn, omdat er anders een hogere F#mp zou zljn,

K' 1s dus transitief over de verzameling van de kamers.

Z1j aeW, Dan is er een kamer, waarvan o =0 een wand is; en
een S ¢ K', die deze kamer in de bovenstc kamer overvoert. Su is
wand van de bovenste kamer, dus gelijk aan p of -p voor zekere
peP. s‘qsf S 1is een spilegeling, en wel wegens s~ 1g Sa=-0, de
spiegeling S, . Dus is S, € K'. Dus valt (de door alle Sy X €W)
voortgebrachte K met K' samen,

We tonen nu aan, dat K over de verzameling der kamers enkel-
voudig transitief is, anders gezegd, dat SC=C (S €X) impliceert S=1.

Neem zo'n S, Uit (?,a)> 0 voor alle & eW volgt dan (S;,a)>_3,
dus (;,S"qu) >0 voor alle « eW. Dus kan S™ geen positieve wortel-
vorm in een negatieve overvoeren, Daar S de wortelvormen permuteert,
permuteert het de positieve onder elkaar.

Neem een voorstelling
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waarbij c%,a,.,eb eP zijn en het aantal factoren minimaal is. Stel
p >0, '
SG"' G',] =—G-/| <0
/‘
dus 1is er een k, zo dat
S, «..5 <0,
o P
S S_...3_ 6,30
ki1 % Fq ]

Elke Sﬁ verwisselt + p met elkaar en de overige positieve wortel-
vormen onderling. Dit op S€k+1 toegepast levert op

SGK"°S€16H = “Gk+1’
dus
S_ ...3_ & =6 .
gp G5 1 k+1
-
(s_....s S (S ...8 )
% %2 ki1 Tk %2
is een spiegeling, die 4 in -6 overvoert dus = S@ . Dus
- 1
S S S =8 _ ,..3_8
k1 Tk T2 Ok e 5y

Substitutie hiervan in de ultdrukking van S levert een uitdrukking
die twee termen korter is. De veronderstelling p >0 is dus onmoge ~
lijk, dus is S de identiteit.

Het feit, dat elk punt met een van O equivalent 1is en geen
twee punten van ¢ onderllng equivalent zijn, wordt ook uitgedrukt
door de formulering: C is fundamentaalgebied van K.

Stelling: De kaleidoskoopgroep wordt door de SP met peP voort-
gebracht. De dominante punten vormen een afgesloten fundamentaalge-
bied. Elk fundamentaalgebied beantwoordt aan een orde van de wor-
telvormen,

Het laatste is nog aan te tonen. Elk ander fundamentaalgebied
heeft de vorm SC. Stel S =0 . Kies een orde, waarbij de &y posi-
tief zijn. Is § in de bov%nkamer van een nieuwe orde dus (§,6,)>0
voor alle 1, dan is (f, S >0, (87 5 fl)> 0, dus 8~ ; in de boven«

kamer van de oude orde, d%s S“qz s 5€SC. En omgekeerd,

&
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68. In elke Liegroep G kan men een linksinvariant en een
rechtsinvariant volume-element invoeren, door er een bij de groep-
één aan te nemen en door links- resp. rechtsvermehigvuldigingén
over te plaatsen. Willen we rechts- en'linksinvafiantie hebben,
dan moet het volume-element bij de groepédén invariant zijn t.a.v,
X ~*axa"q, d.w.z. t.a.v. de geadjungeerde groep G. Daar deze
lineair is, komt het erop neer, dat

det & = 1 voor alle ae(

is. Dit is steeds het geval als [} compact is, want dan is de functie
det & beperkt dus =1. Ook voor alle halfenkelvoudige G is dit het
geval, omdat daar sp L = O voor Aerl is. “

Men heeft zelfs een invariante maat in elke locaal compacte
groep, (Zonder bewijs.)

Z1j G een compacte groep en f een continue niet-triviale
linealire voorstelling van G in een eindig dimensionale compléxe
lineaire ruimte R. | .

-

aeG

f(a)'f(a) d vol,

is een hermitische matrix (indien het accent de spiegeling t.a.v.
een unitalr inproduct en de streep het geconjugeerd complexe aan-
duidt), want

Voor xe¢R is

(Hx,x) = [ (f(a)'f(a)x,x)d vol, =/ﬁ(f(a)x,f(a)x)d vol .
Daar f(a)x continu en (f(a)x, f(a)x)z O is kan (Hx,x)=0 alleen als
(f(a)x,f(a)x)=0 is, dus als f(a)x=0 identiek in a is. Dit is wegens
de niet-trivialiteit van de voorstelling alleen mogelijk als x=0,.

Dus 1s H positief definiet. We kunnen dus (Hx,y) als nieuw inpro-
duct in R gebruiken., Nu is

J T{e)'T(a) ' £(a)f(c)d vol,
aet

= ja e flac]'f(ac)d vol,

= jb cq T(BT" £(b)d vol,

= H‘

f(c)'Hf(c)

Il
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Dus 1is (H £(c)x, f(c)y) = (Hx,y),

dus is het nieuwe inproduct invariant t.a.v. de voorstelllng van G.
De voorstelling is dus equivalent met een unitaire,

Hieruit volgt, dat de voorstelling volledig reducibel is,
d.w.z. R is directe som van deelruimten, waarin de voorstelling ir-

reducibel is.
Z1iJ namelijk S invariante deelruimte van R bij £(G), dus

f(a)scs.

Dan is het orthogonale complement T van S in R ook invariant, want
uit x eT, dus (x,S)=0 volgt wegens de invariantie van het inpro-
duct (f(a)x, f(a)sS)=0, dus (f(a)x,3)=0, dus f(a)xe T. Zo voortgaande
met het splitsen, vindt men onderling orthogonale minimale invarian-
te deelruimten,; waarvan R de directe som is.

De stelling van de volledige reducibiliteit geldt in het bij-
zonder voor de voorstellingen van unitairp beperkte halfenkelvoudige
groepen, omdat die immers compact zijn. Z2ij geldt zelfs voor de
voorstellingen in het klein, omdat die als voorstelllngen van de
universele ontrolling kunnen worden opgevat (zie 60,7)y die ook nog
compact is (zie 65). Zij geldt ook nog voor de voorstellingen ¢ van
een unitair beperkte halfenkelvoudige Lie-algebra I’ ;: immers ¢ in-
duceert een voorstelling in het klein van ep s, en deelrulmten, die
bij I’ invariant zijn, zijn het ook bij el ; en omgekeerd,

De stelling geldt ook nog voor complexe halfenkelvoudige Lie-
algebras I' , want als S bij P invariant is, dan ook bij Pu’
er een lineaire deelruimteT met SAT = (0),S+T=R, die bij ", in-
variant 1s, maar die is bij de complexe uitbreiding I van ﬁu oqk

dus is

invariant. De stelling geldt dus ook voor re&le halfenkelvoudigd
Lie-algebras I . wént is 3 bij P invariant, dan ook bij zijn com-
plexe uitbreiding F > dus is er een T met SAT = O; S+T=R, die bij
Pw invariant is, dus ook bij I’ ; is de voorstelling ¢ in een reé&le
ruimte R geschieden S re&el, maar T per ongeluk complex, dan is ook
T nog invariant bij M en SAT=0, dus ook de in T+T liggende maximale
re€le ruimte T, invariant en SnT_=(0), S+T o=R.

Tenslotte gvldt de stelling ook nog voor de voorstellingen (en
voor de voorstellingen in 't klein) van de complexe en de re&le

halfenkelvoudige Lie-groepen.
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Stelling: Lineaire voorstellingen in eindig -dimensionale ruim-
ten van compacte groepen en van re&le of complexe halfenkelvoudige
Lie-groepen en Lie-algebras zijn volledig reducibel.

Hiervan geldt cen zekere omkering:

Stelling: Een irreducibele Liegroep (Lie-algebra) is direct
product (directe som) van een halfenkelvoudige Liegroep (Lie-alge-
bra) en een eendimensionale abelse Liegroep (algebra) van scalair-
vermenigvuldigingen. _

Bewijs: Zij I’ die algebra (voor groepen gaat het nog lets een-
voudiger); Zij A #0 een abels ideaal. Er is een simultane eigen-
vector van A , dus is er een maximale verzameling ng(o) van x met

Ax = nAx voor Ae A

Definieer Lp als verzameling der X met

(A_ﬂA)px = 0 voor AeA

Door inductie bewljst men

C L c L voor CeI* .

p-1 p

Want dit veronderstellende krijgt men voor x«st

)pC(A~m

(A-2,)°"ox = (a-n))P(A-n Jox=(A-n N

A )x+(A_nA)p[A,c}x;

de eerste summand verdwijnt wegens (AdaA)x:er_q en de inductiever-
onderstelling; en de tweede, omdat wegens de commutativiteit van A

de factoren mogen worden verwisseld, Dus inderdaad Cxe L Dus

p+1°
is LJLp invariante deelruimte, dus =R. Dus hebben de AeA in R

slechts de eigenwaarde “A’ Voor'xe.L,l is

[A,C]z = » 0,

[a,c1* =
omdat sp[A,C] enerzijds O, anderzijds veelvoud van h[A ¢ is, Dus
E

ACx = CAX = KACX.

Dus reeds CL,l C L’I

dus L, invariant en dus =R. Dus

1
Ax =7\Ax voor AeA , X ¢R.

Daar A#0, bestaat A uit alle scalair-vermenigvuldigingen, dus is
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=a+a, (direct), waar 4, de subalgebra der C met sp C = O is.
Aq 1s nog steeds irreducibel, maar kan nu geen abels ideaal be-
zitten, is dus halfenkelvoudig. Hiermee is het gestelde bewezen,

Stelling: Een volledig reducibele Liegroep (algebra) is in
het klein direct product (directe som) van enkelvoudige.

Bewijs. Zij R directe som van de minimale invariante deelruim- 3
ten Ri' ' alleen op Ri bekeken 1s een algebra Fi’ die door een na-
tuurlijk homomorfisme Ii beeld van ' is. De kernen Ai van Si
hebben de doorsnee (0), ¥4 beeldt de commutatoralgebra P ' van [
in f‘i, die van ";, af, Volgens de vorige stelling is Fi halfen-
kelvoudig. Z1Jj ¢ de radicaal van T ', Xiﬁ is in de radicaal van
Pi, dus =(0). Wegens n A,=(0) is dus @#=0, dus is ook I'' halfen-
kelvoudig en zit in P als directe summand; de andere Summand is iso -
morf met I' mod "', dus commutatief, dus directe som van enkelvou-
dige algebras; hetzelfde geldt voor P!,

Dank z1j de stelling van de volledige reducibiliteit kunnen
we ons tot irreducibele voorstellingen van halfenkelvoudige groepen
(algebras) beperken, willen we alle lineaire voorstellingen lereh
kennen. ‘

69. Het volgende geldt voor groepen zonder meer (niet noodza-
kelijk Lie-groepen).

Twee voorstellingen f en g van een groep G door lin. afb. van
lin. ruimten R en S heten verbonden, indien er een afbeelding K van
R in S met K#£O en

K f(a) = g(a)K voor alle s eG,

Stelling: Zijn f en g irreducibel en niet-triviaal (d.w.z. # 0),
dan is K 1-1 en op. .
Bewljs: Zij N de nulruimte van K. Dan is g(a)KN=(0) dus Kf(a)N=0,
dus f(a)NcN, dus wegens de irreducibiliteit van f: N=(0) of N=R,
maar de tweede mogelijkheid is uitgesloten wegens K£0. Dus is K
1-1. Verder is g(a)KR<:Kf(a)Rc:KR, dus KR invariant bij g, dus KR=R
(omdat KR=0 uitgesloten is), dus is K "op".

Veorstellingen in R en S van f en g van eenzelfde G met een K,
die R op S 11 afbeeldt, zodat

£

Kf(a) = g(a)k

heten ook equivalent. Dus:
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Verbondene irreducibeie voorstellingen zijn equivalerit.
Stelling: Is G cen irreducibel stel lin.afb. van R in zich-
zelf en de lin.,afb. P van R in zichzelf comhuﬁerend met alle a eG,
dan is P een scalair-vermenigvuldiging.
Bewijs: Zij a eigenwaarde van P. Zij S de verzameling van alle x€R
met Px= Ax voor alle aeG, Dan is S een lin.deelruimte van R en
Pax=aPx= aax, dus S invariant bij G, dus =R. Dus Px= AX voor alle
X eR. ,
Stelling: Onder de voorwaarden der voorlaatste stelling is er
op een scalaire factor na maar één K, die de equivalentie bemiddelt.

70. Stelling: Zij G een groep van unitaire afbeeldingen van R
in zichzelf en S invariante deelruimte., Dan is ook het orthogonale
complement S' van 8 invariant; de projectiec K van R op S commuteert
met alle elementen van G. (Evident.)

Stelling: Dezelfde voorwaarden, en T een tweede invariante
deelruimte. Zij G irreducibel op S en op T. Stel, dat de voorstel-
lingen van G door beperking tot S en tot T inequivalent zijn. Dan
zijn S en T onderling loodrecht.

Bewijs: Met K zoals in de vorige stelling geldt Ka=aK, dus
Kax=aKx voor alle x e R, We beperken x tot T en kunnen dus schrijven
Kf(a)x=g(a)Kx waar f resp. g de voorstellingen van G door beper -
king tot T resp. S zijn. Wegens de nietequivalentie is K=0, dus
KT=0, dus T loodrecht op S.

71. G wordt weer als compacte groep verondersteld. Met behulp
van de invariante maat op G defini&ren we de unitaire ruimte @ van
de op G Lebesgue-absoluut-kwadraat-integrabele functies,

Door

(a(a) ¢)(x) = ¢(xa)
wordt een voorstelling A van G in é gedefinieerd. De A(a) zijn
lineair en unitair, aangezien

(A(é)tr} ala) y) = uf?(Xa)ly(xa)d vol, =

Il
e
=
ke
-
-
N
be
Q
<
Q
[
ke
|
Fan
<
s

& P

is. A heet de universele voorstelling van G.
Stelling: Elke irreducibele voorstelling £ van G in een ¢indig-

dimenSionale R is (op equivalentie na) in de universele terug te
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vinden.
Bewijs: We kiezen een lineair functioneel u#0 op R en beschouwen
de u(f(a)x) als functies van a, dus als elementen van @, Z1ij vormen
een lin. deelruimte §tuf van § . De afbeelding K van R op Quﬁf’
gedefinieerd door

(kx)(a) = u(f(a)x)

is lineair en ééneen.
A(c)K = Kf(c) voor alle c e

want

(A(c)Kx)(a) = u(f(ac)x) = u(f(a)f(c)x) = (Kf(c)k(a).

K bemiddelt dus een equivalentie tussen f en de tot ¢th.beperkte
universele voorstelling van G.

We noemen deze voorstelling ook fu. Is in R een basis gegeven,
betekent het functioneel u de i-de codrdinaat, en interpretascrt men
de f(a) als matrices, dan is Kx voor elk basiselement x eeh matrix-
element van f(a) in de i-de kolom, opgevat als functie van a;'De
ruimte éu,f is dan voortgebracht door de matrixelementen in de i-~de
kolom, als functies van a beschouwd. ;

- Als aanvulling op de vorige stelling verkrijgen We(onder de~
zelfde veronderstellingen):

Stelling: Elke invariante deelruimte S van @ , die door A
equivalent met f wordt getransformeerd, is van de vorm @th.met
geschikte u£0; A werkt daar als £,

Bewijs: Gegeven is een equivalentie C, d.w,z. een liniafb. van
R op S, zodat

A(a)c = cf(a).
Cx isvoor x ¢ R een element van @ , dus is (Cx)(1) een 1lin. functio-
neel in x, dus van de vorm u(x) met geschikte u.

(cx)(a) = (A(a)ex)(1) = (cf(a)x)(1) = u(f(a)x),

waaruit het te bewijzene volgt.
@f z1lj de door de @fbu voortgebrachte lin. deelruimte van @.
De matrixelementen van f(a), opgevat als functies van a, noemen we
een basig van @f. Alle met f equivalent getransformeerde invariante
deelruimten van § zitten in § ..
Stelling: Voor inequivalente irreducibele f en g zijn éf, @

g
orthogonaal op elkaar,
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Bewijs: Uit de tweede stelling van 70 volgt: @fgu orthogonaal op
éé,v‘ Dus §, orthogonaal op @é“

Dieper 1ligt de volgende

Stelling (zonder bewijs): @ is een kleinste afgesloten deel-
ruimte van @5 die alle @f, behorende bij de diverse nietequivalente
eindig-dimensionale 1lin. voorstellingen, bevat, ‘

Stelling: Van een unitaire irreducibele voorstelling zijn de
matrizelementen (als functies op G) onderling orthogonaal; het
lengtekwadraat van elk matrixelement is % vol G (waar n de dimensie
van f is).
Bewijs: Blj gegeven u,v stelt

J(2(a)x,0)(T(@)5,v)a vou,

een bij f invariant inproduct (x,y)' voor, is dus wegens de irre-
ducibiliteit van f op een vaste factor na gelijk aan (x,y). Om sym-
metrieredenen kan men zelfs zeggen:

f(f(a)x;u)(f(a)y,v)d vol = ¢(x,y)(u,v)

waar J constant is. Voor (x,y)=0 of (u,v)=0 is dat 0, waaruit de
orthogonaliteit van verschillende matrixelementen volgt. Laat men in

deze formule x=y en u=v een orthonormale basis doorlopen en sofmeert
men, dan krijgt men verder de integraal der absoluut-kwadraat-som der

matrixelementen van eén unitaire matrix, dus n; rechts d’ng, Dus

n vel G = )’n2 5
dus J = %~vol G.

Het spoor van een lin. voorstelling f is een functie op G, die
ook het karakter xf van die voorstelling heet. Uit de vorige stel- °
lingen volgt:

Stelling: De karakters van inequivalente irreducibele voorstel-
ling zijn orthogonaal . op elkaar. Het lengtekwadraat van elk irre-
ducibel karakter is vol G,

Stelling: De matrixelementen van een volledig stel inequivalente
irreducibele unitaire voorstellingen der compacte groep G vormen een
totaal orthogonhaalstelsel voor @. De irreducibele karakters vormen
er een voor de klassefuncties uit @ (de functies, die op elke klasse
geconjugeerde elementen constant zijn).

Bewijs: Het éerste deel volgt onmiddellijk uit vroegere stellingen.
Z1ij ¢ een klassefunctie € §. ¢ bezit een ontwikkeling naar matrix-
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co&fficisnten (bases Xq,...,x;) van de irreducibele unitaire voor-
stellingen fi:
i_i
¢(a) = Z u‘ijk(fi(a)xjsxk) .

Voor een irreducibele f commuteert

: f(emqac)d vol,

met alle f(b), is dus scalair veelvoud van de 1. Door het spoor te

nemen; ziet men dat die factor éL X (a)vol G is.

i
y(a)vol G = J’yhf4ac)d vol, z:ale h Xf‘ (x; ,xk)

Dit geeft de gewenste ontwikkeling van ¢ naar karakters.

. 71. We beschouwen weer een halfenkelvoudige unitair beperkte
gead jungeerds groep G met infinitesimale algebra I' en stam ©. In de
lineaire ruimten © en E (opgespannen door de Eu) worden volumes als
gebruikelijk gedefinieerd (antisymmetrische multilineaire functies
van 1 resp. r-l vectoren; ijking vereist). In I wordt de volumé-
functie als product van deze twee gedelfinieerd. Door rechts- (of
links- )vormenlgvuldlglng worden de volumefuncties in 6 en [ overge-
bracht naar de tangentiaalruimten in andere punten van ee en e‘1 .
Invariante volumes in ee en ep volgen hieruilt door integratie,

21j U een parallelotoop bij de O in 8, analoog V in E, Zij
h=éHe ee. Overeenkomstig de uiltdrukking voor de functionaaldetermi-

nant van ¥ in 64 is

U_-1_ o(H)
vol (Ja eeV'ahe a _'q;éw(e -1)-vol U.vol V + beos
waarbij de stippeltjes grootheden van hogere orde aanduiden,
Dus voor twee punten kleee verhouden de volumes van U ahe U al
zich in eerste benadering als de overeenkomstige TT» ( «(H ) -1).

&
De verhouding hangt niet van V af en ook niet van de stam © maar
alleen van de klasse geconjugeerde elementen waartoe h behoort. Dus
verhouden voor verschillende h ook de

U_ -1
vol Ua € G ahe g

zich als

a | T (eXH) gy,

aeW

Dus op eennormeringsfactor na, die we gerust 1 mogen stellen
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R U_ -1
vol L)aeGahe a =1

oQew(e"‘(H) A)vol U +...

Een klassefunctie ¢ 1s bekend door zijn waarden op ee.
‘.f ¢(a)d vol = ‘[ o ¢(h)TT(em(H)w1)d voly
aes hee

waar hzeH, en het volume-element in de tweede integraal in ee is

te nemen., De orthogonaliteitsrelaties voor karakters zijn nu met
de afkortingen

te schrijven als

JX(0) X (0) A(n) E(n) d vol, = vool G

dus J¥(n) ¥y(n)d vol, = Vo(l) ¢,

Ze verschijnen dus als orthogonaliteitsrelaties voor de functies
X & met het volume-element van e°,
Pit verklaart, waarom straks in allerlei formules niet de ka -

raktera zelf maar hun producten met zoietsals A optreden.

72. Gegeven een Liec-algebra [' (we hoeven van de basis alleen
existentie niet eindigheid te veronderstellen; de co&fficiénten
hoeven niet uit een lichaam te komen, een ring met één element is
voldoende), A

We gaan I' inbedden in een associatieve algebra E, de omhullen-
de algebra van ' . Hoe zo iets moet, is duildelijk.

We vormen de vrije associlatieve algebra X over de basis
Xq,XE,,.. van ', d.w.z. met als elementen de veeltermen

pAR- S X_ K ...X
PaPpe Py Pq Pp P

en 1n X het 1deaal R voortgebracht door de

&

XgX K Ky [xi,xj] .

We definiéren
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E = X mod R.

Een element in Xheet kanonisch, als het de vorm bezit
g 1o o |
2:6(1;‘:12.,‘.,}{,I 5" (slechts eindig veel exponenten #£0). (1)

(Dus de X; staan =r op volgorde.) Elk element van X is mod R don-
gruent met een kanonisch element.

Stelling: Het enige kanonische element in R is O,

Hieruit volgt onder meer, dat [" door de afbeelding 'mod R"
éénéén wordt ingebed.

Hulpstelling: Zi}j Rm de verzameling der

Z:L%j (xixjﬂxjxi~[xixj])vij (2)

met uij,vije.x allen #£0,
graad uij + graad Vij g m,

s W eRm, graad w § m+1,

dan 1is zelfs

"€y g

Bewljs der stelling: We gebruiken de notatie van de hulpstel-
ling. Zij voor een w#0 der vorm (1) een voorstelling (2) mogelijk
en zo gekozen dat max(graad uij+graad Vij) minimaal is., Rekent men
in (1) en (2) commutatief met de basiselementen (d.w.z. mod het
door de Xixj"xjxi voortgebrachte ideaal), dan biijkt dat

graad (2)s m+1,

dus volgens hulpstelling (2)£=,I?Lm__,1 in strijd met de veronderstelling
omtrent m.

Bewijs der hulpstelling: Zij w van de vorm (2) en graad w ¢ m+1.
Zij 2:m het deel van de som waarvoor

graad uij + graad vij = m.

(Alle dergelijke sommen worden "netjes", d.w.z. zo kort mogelijk
verondersteld.) Dan is wegens de veronderstelling omtrent graad w

&

o uij(xixj"xjxi)vij =0 . (3)
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We moeten aantonen; dat hieruit volgt
2 uysIxgxs)vy g eR (%)

Onder Z verstaan we de verzameling der producten varn basiselementen
X45%p;5 ... met n=m+2 factoren (in willekeurige volgorde). Voor elke

Z = X e eXy Xy e oKy
1 a “a+ n
zi]
Paz = Xiq,.;x.a+1xia,,oxin,
Qz = Xiq'°‘ [Xia,xia+1]...xin

Het linkerlid van (3) bestaat uit summanden
®(1-F, )z (zez) .

Met zulk ean summand is er wegens het verdwijnen van de som ook een
summand
a(ﬂ—Pb)Paz ,

verder

«(1«PC)PbPaz,

enz. Het linkerlid van (3) is een lineaire combinatie van uitdruk-
kingen ‘
(1-P_ ) + (1-P_ )P_ +...+(1-P. )P. ...P. P )z
(15, 82" 44 k-1 82 8y
met
PP ...P_ P =1, (5)
I k-1 fp 8y
Overeenkomstig is het linkerlid van (4) lineaire combinatie van

(Q, A, P_ +...+4Q_ P ...P_ P_ )z,
89 82 84 k k1 fp 2y
Van deze uitdrukkingen tonen we aan, dat zij onder de veronderstel-
ling (5) verdwijnen.
De "woorden' opgebouwd uit "letters" 1,...,0n-1 vormen een ver-

zameling @) . We definiéren inductierf PA en QA voor A e ovd :

. Pan = PaPp 5

Qp =+ P,
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Inductief bewijst men

Pap = FuPp | (6)

Qup = WY Py - (7)
Verder is evident

Q (1+P,) = 0 (8)

Wat we willen bewijzen, 1luidt nu:
Uit PA = 1 volgt QAZ eRm__,l voor alle ze7Z.

De woorden Ae @) met PA:1 vormen een deelverzameling @ﬂq.
De woorden A & %01 met Q,z ¢R .
deelverzameling @00, We willen dus aantonen:

m, =m, . (9)

voor alle z ¢7Z vormen een

aﬂ//aﬂq is de symmetrische groep (met als permutanden de
"plaatsen" in een element van Z).
Tot @ﬁq behoren de woorden

Wa = aa,

Wa(a+1) = a(a+1)a(a+1)ale+1),

LA = ab ab (voor |a-b| »1),

die we onder 2%72 samenvatten,

Z1j c* het woord C achterstevoren. De verzameling der C™AC met
1xeaw2 heet @03. De verzameling der producten van elementen van
%03 heet %02+, m., C 903C1h04<1?m%. Woorden, die uit elkaar ont-
staan door inlassen of/en Schrappen van enige aa heten equivalent.
De woorden uit 2M72 vormen een voortbrengend relatiesysteem van de
symmetrische groep, d.w.z. elk woord uit Wﬂq is equivalent met een
uit %ﬂq, We tonen nu aan

1) w022c Zﬁo,
2) Met A is ook C*ACeMO, dus M), C m .
3) Met A,B is ook ABe 9 _, dus ), c m .

4L:Met elk woord zijn ook zijn equivalenten in 2w
m, C m
1 0

0? dus

Hieruit blijkt dan het te bewijzen (9).
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ad 2) We hoeven dit alleen te bewijzen voor een C bestaande
uit één letter c:

Q %

chAc QOZ+QAPCZ + OCPAPCZ
= QC(’HP )z + QP .z &R 1

als Ae ol . (Hier wordt 6,7,8 gebruikt.)
ad 3) QABZ = QBZ + QAPBZG'Rm-’]
als A,Be moo. (Hierbij wordt 7 gebruikt.)

ad L) QAaaBZ = QBZ + Qa(PB+PaB)z + QAPaaBZ

1l

Qpz + Qa(1+Pa)PBz + QyPpz= Q,pZ.

(Hier wordt 6,7,8 gebruikt.)

ad 1) T.a.v. W, zle ad 4). We beschouwen nu het geval wa(a+1)'

Voor het gemak nemen we aan, dat in

zZ = X11’°°xia"°°xin
ia=1, ia+1=2’ ia+2=3 is, en schrijven we
Zz = pxq o oq
Dan wordt
Q z =
Wy a(a+1)
qu[xe,x ]q+p[x1,xé]x2q+px3[xq}x ]q+p[x3,x2]x q+pA2[X 1]q +
¢ plxp.x,] x50
= p(xq[xg,XB] - [XE,XB) X, - [Xﬂ,{xz’le]
+ X2[X35X1] - [XB,Xq] Xy - X2’[X3,X4}}
+ XB{X1’X2] - [quxgl Xy - [XBSLXq,XE]])q
waarbij voor het verdwijnen van [x1 [xz, q]] +... gebruik is gemaakt
van Jacobi, De verkregen ultdrukklng behoort inderdaad tot R m-1°
Tenslotte a,b met |a-b] > 1, waarbij gemakshalve 1= 1, =2,

1,=3, ib+1=4 is gesteld,
2 = DX Xp0X3%XyT,
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Qw%bz = pquzq[xajxu]r + p[xq,xgjqqu3r

+ pxzxqq[xqﬁx3]r + p[xz,xq]qx3x4r
= p(x1x2~x2X1)q[x3,xA]r + p{xz,quﬁx3x4-xux3)r
= p(quemxgxq«[xq,xg}h[XBQXMJr + _
+ p[x25x3}1@3xq-x4x3~[X3,x4]k

»

m -1

Dit voltooit het bewijs van de hulpstelling.

Men toont gemakkelijk aan: Elke lin. afbeelding ¢ van de Lie-
algebra ' in een associatieve algebra F, waarbij elx,y1=0(x)e(y)
~-¢(y)e(x) is, kan via de inbedding van I' in E geschieden (gevolgd
door een homomorfisme van E in F); en de omhullende associatieve
algebra van I' is door deze eigenschap gekarakteriseerd.

73. Zij P een halfenkelvoudige Lie-algebra, ingebed in zijn
omhullende E, Zij 8,4s+..58, een basis van [ en aq,,..,ar een corre-
laatbasis t.a.v. de (niet-ontaarde) Killing -Cartan-vorm, dus

sp(gigc)
z= 2, ata®
heet het Casimir-element van E. Dit is onafhankelijk van de keuze

_ i=J
= o voor .y

van basis, Immers, zij b:-L en bi gedefinieerd door
i i.p
= a
a
b = a,
Zaf 3P =2y
(met det y #0).

Men ga over tot de geadjungeerden, vermenigvuldigehet onder elkaar
staande met eclkaar. en neme een spoor:

a “ig _ i ¥Py  _ i
Zq{jspb q fp;{_pspan (}(j,

a

dus o %16 1 ;:q

(o2}

zodat de bl, bi weer correlaatbases vormen. Nu is inderdaad

i, i_p _ p
PPN b, ‘Zp,ifp a"b, _Zpa a -

Stelling: Het Casimir-element 1ligt in het centrum van E.
Bewijs: We behoeven alleen aan te tonen, dat z met elk element

van I' commuteert.
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dus voor elke xe P

Zj S',_O(% gj)a'] = X (*') .
% Mi ~ 3 j_
* Z% sp( [c,a ]aj)aJ =[c,a"]

i T

g J _ i
Ti,1 sp([c,a :{aj)a a; =7 40e,a7]a;

en analoog § e . ;
~1 j. i
5,1 sp(a [caj])a ai._ZE.a {e.a;] .

Optellen geeft links O wegens de invarlantie van de Killing-Cartan-
vorm bij de geadjungeerde groep, terwijl rechts

Z:[cjai]ai + Z:ai[c,ai] 1

i i 1
2 (ca~a,-a"ca,+a"ca, -u a;c)

= CcZ - ZC,

staat, hetgeen dus verdwljnt,
Opmerking: Uit () volgt

o

sp(X9) =Z, so(X & )sp(§ 87).

Vormen hl, hi een paar basis--correlaatbasis voor €, dan vormen

i ‘
e o 3] L]
h—, .q resp. hl;,eo< er éen voor [

sp(h B') = X, so(h hy)sp(R'EY),

dus met

(zie 45) 5
(uﬁou) = Zi m(hi) M'(h ):

2 3 - k) L3 o *'
waarbij dan e, o' willekeurig in 6 kunnen worden gekozen,

T4, We willen nu eindig-dimensionale lin. voorstellingen van
Lie-algebra's I' onderzoeken met algebraische middelen. We beperken
ons dus tot irreducibele, gezien de stelling van de volledige redu-
cibiliteit (die transcendent is bewezen, maar waarvoor ook algebra -
ische bewijzen bestaan),

Voorloplg kunnen we ook oneindig-dimensionale voorstellingen
toelaten. Voor de elementen van I' gebruiken we kleine letters
(h,e,enz.), voor de corresponderende lin. afbeeldingen (van R in
zichzelf) de corresponderende hoofdletters (H,E,enz.).
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Is er een x &R, x£0 zodat
Hx = a(h)x (=~ lineair in he8),
dan heet a gewicht van de voorstelling, x "behoort" tot het gewicht

A, Is R eindig-dimensionaal, dan zijn er zeker gewichten (gezien
de oplosbaarheid van 6),

HE x =[H,E ] x + EHx = «(h)E,x + n(h)Eu X
Dus: als x tot het gewicht = behoort, behoort E X tot het gewicht

A+« of verdwijnt.
De gewichten kunnen in & -ladders worden gerangschikt

« A “0{37\)7\'*'0‘3 c o w

Z1j x, behorende bij het gewicht A, zo dat

is. (Dit is vanzelf het geval als A-& niet gewicht is.) Definieer

ij = X.
o J

Dan hoort X bilj het gewicht A+ja (of is nul).
We bewijzen inductief: er zijn scalairen Pj met

Eu Xj+1 = ijj
Dit is juist voor Jj=-1, waarbij P 1_0 wordt gesteld. We nemen de

geldigheid aan en doen de volgende inductiestap:

E X

—w Fyee = EEyxyq = [E B E_ X, = -H

~o07 m]XJ+1 - J+1 axj+1+ijaX

= (m+(3+1)m)(h )%, 34115540
Voor Pj+1 wordt verkregen
Pygq = p3 = (A+(5+1)x)(h,).

Sommeren van deze vergelijkingen (J=-1,0,...,1-1) geeft

%; A+jx) 0()

Il

Fq

1l

~(1+1) (r4310)(n ).

Is de ladder van X, -en eindig, van de lengte g, dus xg%O, X =0,

+1
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dan is fg:O, daus

75. Naar aanleiding van het voorafgaande noemen we een element
; van &% geheel, indien
o 5.9 geheel voor elke o e W
(o, x)
is.
We kunnen trouwens volstaan met de eis

- 2 LZill geheel voor elke pePb
(psp)
(waar P weer een systeem primitieve wortelvormen is). Immers uit
het laatste volgt (zie 44 en 67): 5 en SF; schelen een geheel
veelvoud van [ dus voor elke S uit de kaleidoskoopgroep: g en
S ; schelen een lineaire combinatie met gehele cszficiénten uit
(J,

wortelvormen; in het bijzonder is S“? «; = -2 o zulk een com-

binatie, dus inderdaad
.0 (2:“)

(%, %)

(“:“)

geheel.

Alle wortelvormen zijn geheel,

Is het aantal gewichten van de vorm ;+poc (vaste « eW,y P ge~
heel variabel) eindig, dan zijn zilj geheel (zie T4).

In het bijzonder heeft een eindig dimensionale voorsteélling al-
leen gehele gewichten,

Als elementen van 6" zijn de gewichten bij de (lexicografische)
orde in 0¥ betrokken. Specilaal interessant 1s het geval van exis-

tentie van een hoogste gewicht.

76. Als een lineaire voorstelling van " in R gegeven is en xeR
de eigenschap bezit, dat de kleinste bij I' invariante deelruimte van
R, die x bevat, nmet R samenvalt, zullen we X een bron van R (bij die
voorstelling) noemen}

Is, X bron van R en vormen de A ..,AP een basis der voorstel-

1
ling van I’ , dan wordt R opgespannen door de producten der.AV (in
willekeurige volgorde, met herhaling), toegepast op x.

Als basis kan men in het bijzonder de E, plus een basis Hq,...,Hl

der voorstelling van © nemen. Men kan dan volstaan met de producten
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der vorm 11 im jm jm kq kl
Elmq..‘gk Euqo.,ﬁxm H1 "'Hl X (%)

waar ®yseens anlde EQEEEEEIE wortelvormen (in gegeven volgorde)
zijn,

Immers, waar twee basiselementen A,B elkaar verkeerd opvolgen
(BAi.0.wAB), kan men voor BA substitueren AB+[B§A] en zodoende
successievelijk orde scheppen.

Behoort de bron x tot een gewicht a, dan kan men in (%) de
factoren H missen, omdat Hix = a(hy)x is.

Behoort de bron x tot het hoogste gewicht (indien existent),
dan kan men zelfs de Em° missen, omdat Eu x wegens mia-o, indien
#0, van hoger gewicht zdu zijn. Bij elk 1 gewicht horen dan slechts
eindig veel lineair onafhankelijke vectoren.

Is er een bron van het gewicht a , dan verschillen alle gewich-
ten 4 van a met een som van wortelvormen. Is er een bron met een
geheel gewicht, dan zijn alle gewichten geheel,

77. Als het hoogste gewicht bestaat en geheel is en bij het
hoogste gewicht een bron x van R behoort, dan verdwijnen voor elk

Yy e R, behorende tot een gewicht, en elke positieve wortelvorm
bijna alle EY y.
Bewljs. Het is voldoende dit te bewijzen voor een y der vorm
iq im
y = Eu eo o

l"u
1 m

X L

Het bewijs kan inductief geschieden: Stel voor zekere o 50 en
zekere N N

dan voor g0 ook

g 3 =
E_“E_ﬁy 0
Want
N+3 _ N+2 N+1 _
E & E-Py =E_, E_)ﬁE_&y+E_k E_ﬁ"ay Tos o=
n pN+3 N+2 : JN+1
_%ﬁE—« Vo B LB, Vhe B o Bl Y
. . N
+...E"ﬁ~3£2uy~o

(coéfficiénten zijn door stippen aangeduid; denk erom dat ptla niet
meer wortelvorm kan zijn!)
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. 78. Stelling: Bezit de voorstelling een hoogste gewicht 4 5
is 2 geheel en hoort bij A een bron van R, dan is de voorstelling

irreducibel en eindig-dimensionaal, en dan treden met elk gewicht

al zijn equivalenten ook als gewicht op: de op een "rechte" § +p&
(p variabel, o €W vast) liggende gewichten vormen dan een o -lad-
der, die door S, ondersteboven wordt gedraaid,

Bewijs: Zij o >0, Wegens het bestaan van cen hoogste gewicht in

het geheel is er ook op de rechte 5 +tpx een hoogste gewicht =

(dus met p maximaal), waarbij een vector y hoort. Volgens 77 breekt
de rij Efuy af, volgens 74 is S_umzmmp'm ook gewicht. Zij u=2p'x
enig gewicht op die rechte, Dan is p"20. Zij y' een vector horende
bij A-p"m . Dan is er volgens 77 een m met y”:ETay'ﬁo, E_,v"=0.

y" hoort biJ het gewicht A-(p"+m)u ., Volgens T4 is Sp(a=(p"+m)a)

ook gewicht. Nu is S“=S__°(. Dus Su(““(p”ﬁn)m):S_m7\—(p"+m)5a°‘>‘-‘
=A-p'a +(p"+m)® ., Dit gewicht kan A niet overtraffen, dus

p'z p'+mzm. Dus ligt w« tussen A en Sy 5 daar u en A van & een som
van wortelvormen schelen, schelen ze onderling een geheel veelvoud
van « ., Dus vormen de op de rechte liggende gewichten een ® -ladder,
die door S« oOndersteboven wordt gedraaid. Met elke w treedt Sy M
als gewicht op, dus ook elk element van 6*, dat met u equivalent is.

We tonen nu de irreducibiliteit van de voorstelling aan: Zij S
een invariante deelruimte. Een y#0 uit S kan als

y=2y,
worden geschreven met summanden V.. behorende bij (verschillende) ge-

wichten A |, We kiezen he® zo dat alle a(h) (voor alle in de som op-
tredende yx) verschillend zijn. Uit voldoende veel

i i
HYy =3 a(h)” v,
kan men de afzonderli jke Va lineair combineren, Dus is er in S ook
een element y horende bij een gewicht., We kiezen ye S zo dat het bij
een zo hoog mogelijk gewicht a behoort. Daar E&y'es en A+ «voorw >0
niet gewicht van een element van S is, is dan

Eﬂy = 0 voor alle >0,

Aarr het Casimir -element z der omhullende algebra van P beant-
woordt bij de voorstelling een lineaire afbeelding Z van R in zich-

zelf, 1
Z = Z’_’u E_MEM+ }:'i H Hi
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(Hi,Hi beantwoorden aan de hl,hal van gecorreleerde bases van @),
We passen Z toe op een.y, behorende bij het gewicht = s met

Em y =0 voor alle « >0,
Dan is

d d i i
7y = Eax>o(EﬂuEu+E&E“a)y + 78 Hyy

1l

2:«>o(2E—aEa+Hu>V + Z:m(hl)n(hi)ylﬁ

= ZO(>O(7\’ (X)y + (7\57*)5]

i

((2;25) + (n,2))y = ((a+3,2+5)-(5,9))y,

indien gesteld is
o Zu>0°{=2a”
Daar x bron van R is, is
y = Ux

voor zzkap:: U, dile bilj de voorstelling beantwoordt aan een element
u van de I' omhullende algebra. Wegens ZU=UZ en
7x = ((A4d,349) = (5,3))x

moet dus . .
‘ (A4, a+d) = (2+d, a49)
zijn, ‘

In 79 zullen we aantonen, dat onder de hier gemaakte veronder-
stellingen . R

(A+d,abd) < (A+d,A45)

tenzij A=A 1s. Maar dan is y scalair veelvoud van x, dus S=R.
Hierult volgt de irreducibiliteit.

Daar de gewichten geheel zijn kunnen ze zich niet verdichten.
Er kunnen dus slechts eindig veel gewichten = z1ijn met

(A+d,akd) < (A+, 34+ 3) .,

Bij elk gewicht horen slechts eindig veel onafhankelijke vectoren.
Dus 1s dim R eindig.

" Hiermede is de stelling volledig bewezen.

(9. Z1ij peP. Dan verwisselt SP de + p onderling en de overige
positieve (negatieve) wortelvormen onderling. Want « » 0O, sfa‘<0 '
zou betekenen dat in de (fp)_ladder van &« naar S « een stap a~pp >0,
o -(p+1)p < O zou zijn; maar dan was p=(x-pp)+(p+1)p-a) som van
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twee positieve wortelvormen, dus ¢ P.
Daar 23 de som der positieve wortelvormen was, is dus

5, 29 = 27 - 2p ,

dus % ;
2 25’ ) = 2:
g7
dus . o %%Lf% = 1 voor alle peP,
43

Derhalve is & een geheel element van 6%,
In het bijzonder is (&,p) >0 voor peP, dus

(5,x) » O voor positieve e W.

J 1is dus dominant.
Stelling: Onder de veronderstellingen van 78 geldt

(A+F,2+5) < (A+d,2+7)

voor alle gewichten a#4a .
Bewijs: ZiJ = 2+pa het hoogste gewicht van de A bevattende
« -ladder, In 78 was reeds aangetoond, dat a tussen u en Smﬁb

ligt, dus
&vs 2.(../9'_’;0_“.)__2'[:)‘

(°‘J°‘)

(At putd) - (a+5,n2+d) =
=)
= Qp(/u-}-()’, “)“pL(us“) z Ep("rﬁm) > 0,

Inductief concludeert men hieruit het gewenste.

80. Voor het hoogste gewicht van een eindig-dimensionale 1i-
neaire voorstelling komen alleen geheie dominante elementen van 6%
in aanmerking. We construeren nu bij een gegeven geheel dominant
element A van © een irreducibele voorstelling, waarvan A hoogste
gewicht is.

De bij » horende vector x moet door E, (x>0) en H-%(h) worden
geannuleerd, Het ligt voor de hand, om de te construeren ruimte R
als lineair beeld van de omhullende algebra E van T op te vatten
en het ‘door de e, (x>0) en de h-a(h) (he®) voortgebrachte links-
ideaal M als O van de ruimte R, Anders gezegd: we defini&ren

R =FE mod M;
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aan het element ael is door de voorstelling f de afbeelding A wvan
R in zichzelf met
A(utM) = au + M

toegevoegd (u doorloopt E), Omdat M linksideaal (dus vMcM) is, is
dat een voorstelling van I' . Het element 1+M Van R is bron,. Wegens
-1¢ M (zie 72) is 1+M niet de nul van R. Wegens h- A(h)e M (voor
alle he®) behoort 1+M tot het gewicht = . Wegens e, e M (x > 0)
wordt het door deze ey geannuleerd, dus is A hoogste gewicht. Uit
78 volgt, dat dim R eindig en de voorstelling f irreducibel is.

We laten nu zien, dat een irreducibele voorstelling met een
hoogste gewicht = > dat geheel is, door dit hoogste gewicht in we-
zen eenduldig bepaald is.

Zij namelijk £* een irreducibele lineaire voorstelling met
hetzelfde hoogste gewicht 4 , in een lineaire ruimte R* en zij x"¥
een vector horende bij het hoogste gewicht, £* kan worden uitge-
breild tot een homomorfisme van E in de algebra der lineaire afbeel-
dingen van R in zichzelf. Daar x* bij het hoogste gewicht a hoort,
is (e )x"=f "(h-4 (h))x"= 0 voor & »0 en h €6, dus ook £"(M)x*=(0).
We defini&ren een afbeelding w van R in R* door

@(utM) = (£* u)x® voor alle ueE

(inderdaad is ¢ (M)=0). ¢ 1s lineair., We tonen aan
¢(fa) = (ffa)¢ ~voor aerpr (=)
p(fa)(ust) = ¢lausm) = (£%(au))x*= (£*a) (£ u)x”
= ((£%a)¢)(u+m),

waaruit (%) volgt,
¢ is 1-1 en op, want wegens (%) is de nulruimte en de beeld-
ruimte van ‘¢ invariante deelruimte van R resp. R ; terwijl
@(1+M)=x", dus ¢ niet identiek nul is. Hieruit volgt dat ¢ een
equivalentie tussen f en £* bemiddelt.
We hebben dus de
Stelling: 1. Een eindig-dimensionale irreducibele lineaire
voorstelllng van een halfenkelvoudige Lie- -algebra is door zijn hoog-
ste gewicht A Op equivalentie na bepaald;tussen twee met hetzelfde
hoogste ‘gewicht kan men de equilvalentie zo tot 8tard brengen, dat
vectoren met hetzelfde gewicht aan elkaar beantwoorden., 2, Elk ge-
heel dominant element van © kan als hoogste gewicht optreden,
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3. Met elk gewicht treden alle equivalente als gewicht op, en wel
met dezelfde multipliciteit. Het hoogste gewicht heeft de multi.
pliciteit 1. 4., Met elk gewicht a treden als gewichten op alle
atpx met p geheel 3z - 2-%%?%} (= & W). De verzameling der gewich-
ten 1s erdoor gekenmerkt, dat zij het hoogste gewicht bevat en met
elke } ook alle ;-ﬁ)a, waarbij « een positieve wortelvorm en p

geheel g 2 aﬂj is. 5. Voor elk gewicht a # A geldt
3

(A+&,2+9) < (A+5,2+9), 6. Een dominant element § van 8% 1s dan en
slechts dan gewicht, als %~; som is van positieve wortelvormen.

Van 3 moeten we de aanvulling nog bewljzen en van 6 het ge-
deelte "dan", We beginnen met het laatste:

i
gewicht; we bewijzen, dat ook ; gewicht is.

Z1ij § dominant en 5+ Z:p.fi (fi irreducibel, p; geheel 2 0) een

We mogen veronderstellen Z:pipi¥0. Wegens

(Zplfiﬁzpj!’3>} 0

1s er een j met
(Zpifiﬁ pj Pj) > O'

Dus
pj > 0, (Zpi?i’fj) >0,

(;+Zpif’i’?j) = (?, f’J)+(Zp1f1’ fJ) » O,

Dus 1is
f%—Z:pifi—fj gewicht,

Op deze wijze doorgaande daalt men af naar ;,.

We bewljzen nu de aanvulling op 3: Z1j 8 een automorfisme wvan
het systeem W, Dit kan als lineaire afbeelding op e * worden ulitge-
breid (zie 47). ¥erder hoort bij S een automorfisme van I (ook S
genaamd), zodat

Sh = h s Séﬁ: e

o So Se”

S toegepast op

[h,e ] = a(h)e, (heo)
geeft [Sh,eq ]= x(n)eg ,
dus [h,eq, 1= m(S'qh)eSa
Dus 1is (sa)(h) = «(58™ )
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Algemeen voor § e® *

-1
(§)(n) = 5(s™ ™).
Zij (voor een gewicht a en een voorstelling £ van ')
R7~ £ de ruimte van vectoren horende bij het gewicht =« .
3

Is a—sf, (aer)

een irreducibele voorstelling van I' in R (dim R eindig), dan geldt
hetzelfde voor g gedefinieerd door ' |

8y = Tgq

Voor x ¢R is
a,f

)
>4
il

a(h)x,

dus wegens
X = fo.x = a(Sh)x = ((Sa)(h))x,

€h Sh
X:eRSm,g’ dus Ra,f<:RSn,g en om symmetrie-redenen
R?\’f = RS'?\’g .

Is SeK, dan is met Sa ook =« gewicht van g; en analoog omgekeerd.
Dus hebben f en g dezelfde gewichten. Er is dus een equivalentie
tussen  en g, waarblj vectoren van R van hetzelfde gewicht aan el-
kaar beantwoorden, dus

dim RSm,f = dim RSm,g .

Dus ook

dim RSm,f

dim lef s
en dit is de gelijkheid van multipliciteit bij equivalente gewich-
ten,.

81. Van bijzonder belang zijn de 1 fundamentele hoogste ge-
wichten s (en de bijbehorende irreducibele voorstellingen f
gedefinieerd door

)

2 ~(—--‘f—i—i-ﬁj2——_— ! voor ?2?
(py0py) O 144
J°7d

Elk hoogste gewicht kan (op 4én wijze) als som van fundamentele
worden geschreven,

Merk op: _
5-.iji .



L.Gr. 115

Ult twee lin, voorstellingen f en g van een groep in ruimten R

resp. S kan men door Kroneckeruproductvorming een voorstelling in

R xS construeren., Als xq,...,xm resp. yq,...,yn bases van R en S
zijn, vormen de formele producten Xiyj een basis van Rx S en men

definieert
((£x g)(a))(xyy5) = £a)x; = g(a)y;

Gaat het om voorstellingen van de bijbehorende infinitesimale Lie-
algebra's, dan moet men defini&ren:

((£x8)(8))(x355) = (£(A)xy) x v + x3x(8(8)y,).

Horen Xi resp. yj bij de gewichten Ay resp.,uj, dan hoort xiyj bij
het gewicht “i+/“j' Het hoogste gewicht van f xg is dus de som der
hoogste gewichten van f en g. Merk op, dat uit de irreducibiliteit
van f en g over het algemeen niet die van f xg volgt; de vector van
het hoogste gewicht in f x g is bron van een irreducibele voorstel-
ling. ,
In het verband met het in het begin van dit nummer gezegde
blijkt:

Stelling: Alle irreducibele lineaire voorstellingen van een
halfenkelvoudige Lie-algebra worden verkregen als de irreducibele
delen van Kronecker-producten van fundamentele voorstellingen, waar-
van de vector van het hoogste gewicht de bron is. |

82. Voor de vier grote klassen van enkelvoudige Lie-algebra's
geven we de fundamentele hoogste gewichten aan. Als coordinaten-
systeem in © bezigen we hetzelfde als in 27-30. De primitieve wortel-
vormen en de bijbehorende fundamentele voorstellingen worden over-
eenkomstig 57 genﬁmmerd,

OLI: De w, waren 1+1 lineaire functionelenop © met
th(h) = 0 voor he®e ,

Het is prettig, om met dit overtallig systeem i.p.v. met een basis
te werken en inproducten

A i=j
. Qoi,wj) = o VOOr 5
te defini€ren. Voor een element ? van 6" zijn de Dy in

f=2L0pw
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niet eenduidig bepaald, maar op een gemeenschappelijke summand na,

Is nog
Zpi = O:

dan noemen we de ultdrukking voor } gereduceerd,
Het inproduct van
[ =Lpiwis M =qu @

is door
(?: N ) =Zpiqi
eenduidig bepaald, indien een der factoren in gereduceerde vorm

wordt aangenomen, Voor primitieve wortelvormen krijgt men
2 i=j3

(w3 wyyqs Wy gy ) = “g voor

dus op een normeringsfactor na het vereiste.
Gehele elementen ;: Z:picui horen te voldoen aan

2@pywy s e0-ayyq)

geheel,
("’j"‘*’j+4’wj‘0’j+1)

dus aan

Py = pj mod 1.

Dominantie vereist
2(Lpy@yswi-ay 1)

z 0;
(@g=egpqs05-w5,q)
dus pj E:DJ»_M (j=11--~51)'
FPundamentele hoogste gewichten:
=Yy
., = N
l w,‘ +w2 +no.+w1 wl'*",l.

De bijbehorende voorstellingen worden ook door y aangeduid.
In de R1+1 is C%l op de gebrulkelijke wijze voorgesteld. Dan
hoort de basisvector Xy bij het gewicht éui. De voorstelling heeft

het hoogste gewicht Wq,
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Men neme nu twee exemplaren van R1+1 met bases XgseesXq,q
resp. Vq:r°~’y1+1' Het Kroneckerproduct van beide kan in twee in-
variante deelruimten worden gesplitst, het symmetrische deel met
basiselementen X4V 4+X45Y, en het antisymmetrische met basiselementen
Xy9 5% 57y (hier i1#j). Van het symmetrische is 2w, , behorende bij
x1y1 het hoogste gewicht; voor het antisymmetrische deel is het
T, = w1+u02 behorende bij qug'xqu°

5 is dus de door L in de ruimte der antisymmetrische 2-
tensoren van R1+1 geinduceerde voorstelling. Zij houdt nauw verband
met de vari&teit der rechten in de projectieve l-ruimte (Pliicker-

codrdinaten).
Analoog wordt T door ™ in de ruimte der antisymmetrische

k-tensoren geinduceerd, (k-vlakken van de projectieve l-ruimte.)

Tsoen ®my . 4 zljn, hoewel'dezelfde" groepen niet equivalent,
Ze worden door een uiltwendig automorfisme (projectieve dualiteit)
met elkaar geidentificeerd.

éﬁlz De 1 lineaire functionelen ;oi op & hebben de inproducten

(op een normeringsfactor na):
(wy509) = ¢ i£]
De primitieve wortelvormen zijn (in de orde van 57):

wl, 60,‘—-0\)2;,4».,0.)1_/‘*601 -

Gehele } =z:picoi moeten voldoen aan

2Py s P4-Py,4 seheel.
Voor dominante moet gelden

Fundamentele hoogste gewichten

T, = %(w1+,,.+wl)
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™, hoort bij de gewone voorstelling van J&l (zie 28), en de voor-
stellingen bij Wi (i >2) worden weer als in het geval van de &
verkregen, met de analoge meetkundige interpretatie.

Wat ™, betekent zal in 89 blijken.

1

dfi: Inproduct als bij Q&l, Primitieve wortelvormen:
(A),l"' wggwg“' wB’v-n; QJl_,‘- w1;2 wlo

Gehele = 7 P.w,t
} -1 <] geheel.

Dominante:
P12 Pyyq
Fundamentele hoogste gewichten:
v, = &

702 =lAJ,1 +0J2

TCl =w,] +0)2 + ...wl.

Interpretatie als bij x,.

29i: Inproduct als bij ). Primitieve wortelvormen:
wl'-/‘— C-Ol, wl—/‘+w1" w,"' (A)2‘, UJ2““ (JJS; ) wlmg“ wl._,]o
Gehele f: Zpiwi:

P17Pi4qs P1_q*P; geheel,

d.w.z, -
2piE pi--pj =0 mod 1,

Dominante:
PizPpz ... 2Py_q2 |py] -

Fundamentele hoogste gewichten:

-~ X -
7(:,‘ = 2( w/}+ 0J2+...+wl_/i wl)
T = (Wt wot. . b w, L to.)
2 2 1 27" 1-1 1
) 'ICB = 0),]
™ —
4 = Cd/l +w2
T€1 = o.J,I +w2 + +w1“2
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De interpretatie van ﬂé,,..,'ml geeft geen moeilijkheden. Op
T, , %, komen we in 89 terug.

Deze

83. We geven nog de kaleidoskoopgroepen aan.

.. s W,
1 fi‘]

p “1 T i

= W, voor J#L, i+,

voort,

afbeeldingen brengen de symmetrische groep der
491z qua)i =w, voor i1,
quwl = -wl,
Sf (voor i#1) als boven,
i

ERERER ST

Het algemeen element der kaleidoskoopgroep is product van een per-

mutat

e i 2 S 1
ie der Wosese, Wy €N €€D spiegeling cu1~+_tcuq,.,., W+t Wy

dgi: S voor i#l als boven,

fi
Sj,lmi=co.1 voor i#1,
Sflwl = - Wy,

Dezelfde kaleidoskoopgroep als bij &%f

ﬁﬁ} SP voor i#2 als boven,

i

Sf Wy =Wy voor ig 1-2,
2

Sp, 11 T @y

szwl = -wl_,]

Het algemeen element der kaleidoskoopgroep is het product van
een peﬁmutatie der Wyseees Wy met een splegeling Wy~ bW,
vees w]:~+j:wl, waarblj echter de permutatie en het aantal hhin-
tekens der splegeling tegelijk even of oneven moeten zijn,
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84, van halfenkelvoudige Lie-algebra's is elke irreducibele
voorstelling zowel door het hoogste gewicht als door het karakter
op equivalentie na bepaald. We zullen nu het karakter in het hoog-
ste gewicht gaan uitdrukken,

We hoeven het karakter van een voorstelling alleen op ee te
kennen, Het is iets prettiger om op 6 te werken. Onder ¥ (7T) ver-
staan we het spoor van eb indien T =Y h (zie 45) en aan h bij de
voorstelling H beantwoordt.

sp e =% (§n).

De eigenwaarden van H zijn de A(h)=(2,%), elk met een multiplici-
teit

m, = dim R_A P
waar R, de deelruimte van R is, bestaande uit de vectoren van het

gewicht A en uit de oorsprong. De eigenwaarden van eH zljn de e(ﬁ’v),

X(Tj = Z;fk e(“’r).

dus

85. Voor een o e W stellen we

E_ =P EE =Q, dus Q-P =H,

-
PR% c Rﬂ, E, Rmc: Rm+m’ QRR+“C:R1+N .

Er is een a en een b Z0 dat

a+i a .
P Rm = P R% =T voor i>0Q,

- b = .
Ra+u‘ Q"R = U voor 1> 0,

b+i
Q Ao

Dan is

waarult volgt, dat de afbeeldingen
E T U

[+

E : U—=r

1-1 "op" zijn. Wegens
. E P
m

it

QE
is
Sp,.P = SPR
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Maar tot het spoor van P in RK levert alleen de deelruimte T een

bijdrage; en analoog levert tot het spoor van Q@ in R“+“ alleen U

een bijdrage, dus

Spg @ = 8pQ = spyP = spy P = spy (Q-H, ).
At - A

Dus
spp  E,E_ - spp EE_, = mz(“’“)°

A P
Schrijft men dezelfde formule op met 1.p.v: a: a+w > M2% ,..,, €n

sommeert men, dan heeft men
‘ @®
spR?\ EE_ = Zp:O M pu (r+pe ,&)
(de reeks breekt feitelijk af, daar de mx+pu op den duur verdwijnen),
We vormen de som over alle &« e W en tellen bovendien
i
spB*Z:H Hy = (ma)m
op. Dan ontstaat het spoor van het Casimir-element
= oo i _
SpRh(Z:uE*uLu+Z:H Hy) = cam,
waarbij. Ch= (£+J,%+5)u(J,;),
We krijgen dus -

5" (n+pu,u)mm

+ (m,m)mm = c,m_, (%)
weW p=0

+po A
Men hoeft de som over p trouwens pas vanaf p=1 te laten 1opeh, omdat

voor p=0 de aandelen afkomstig van « en -« tegen elkaar wegvallen,

Z(/‘*:“)m/w

verdwijnt als de som loopt over een hele « ~ladder van gewichten u
(of ook over cen beiderzijds symmebrisch afgeknipte ladder), want

£ (s, =T(Smswdmg = TS, o)m, = % (w,e)m,

In het bijzonder Vérdwijnt de som over p in (%), als = geen gewicht
1s; (») b1lijft dus dan ook juist (met m, = 0),

We kunnen nu in (%) de bijdragen van +« samenvatten:
+(m,m)mh=0

> €0
Zu)O(“’«)m:\ + 22:0&)02:{):’} (»n+pe,a)m

A+Dx Mo

4

De eerste en derde summand samen geven

| stm+2a)mm = (x+a;a+5)~(J,J)m7x =cm,

dus

¢, =c_)m

' o0
o T ) —
2"«)0 Z:p=1(m+pm’“)mm+pa - (ﬁ

» °
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- Met deze formule kan men de multipliciteiten recursief afdalend

ultrekenen, te beginnen bij ma;ﬂ en mﬁ:O voor -7, Links staan

namellijk alleen multipliciteiten van gewlchten > =a ; van de co&f-
fici&nt rechts weten wij, dat hij voor gewichten =2 # A niet verp-
dwijnt,

86. We kunnen ook cen expliciete formule verkrijgen door het
vergelijkingssysteem (%) aan een Laplace-transfofmatie te onderwer-
pen, We vermenigvuldigen («) met elns7) en summeren over alle =
met m #0 ., Dan verschijnt vanzelf '

x(w) = rm, e(m’t).

In de eerste summand substitueren We 4 voor A+pe

Z:uew Z:;ZO (h+pm;“)mm+p£=Z:/L’u,pﬂw,“)m eﬁwfpm,t)
= . Jasw)m e (Mﬂ;)z- ( o PT)
) =ty - '
=7 (4, )m W) ""_”'T"’"}~ .
Nu is (e, ) ’“"“( ,-c)’/“ 1- o~ &TF
e grad ev*s®/

-(o,7) -

(“ 7\)6(7“3";) = A e(“:”)’

waarblij grad en 4 in de zin van het inproduct in 6° zijn gedefini-
eerd,
Onze formule wordt nu:

(grad Z:uew log(ﬂ—e'(“’r)) s grad Y ) + by = s (%)

(De operator, die links op X 1s toegepast, is trouwens de op de
groep lnvariant gedefinieerde Laplace-operator,)

87. Met een kleine afwijking van 71 defini&ven we nu (we zeggen

Q i.p.v, A): 1 1
QfT) =Trm>o(ez(u’t)—e'é(“’t)

Q 1s antisymmetrisch tegenover de kaleldoskoopgroep K, want
" | (s, ) = -a(w),

dus Q(St) = det S.Q(t)voor S e K. ‘
Q is dub een lineaire combinatie van uiﬁdrukkingeh
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det 5 » olBeT) (%)

z:S ¢ K

waarbij A van de vorm
= L
Moo= 57 so T o

is. 4 scheelt van & een som van wortelvormen, 1s dus geheel, In
(%) mogen we u zelfs dominant veronderstellen, Dan is of u=J ,

of minstens één keer (u,p)=0 voor peP. De substitutie u« —+E¥/w
verandert dan niets in (%), terwijl (%) anderzijds wegens de anti-
symmetrie in zijn tegengestelde moet overgaan., Dus komt (%) in Q
alleen voor met w =9 ; het is evident, dat de co&fficiént dan 1 is,

Dus
S
Q) =L gy det S - e(5%,7) (% %)
Verder is
Q2 - ifﬂ;(ﬂ—e"(“’T)),
De formule («) uit 86 wordt nu
(2 grad log Q, grad Y ) +A )L = cs X
Nu is '
grad ]_ogQ:g_?é_g__@'.’
Q
dus
2(grad Q, grad ) ) +Qay = c, Qy .
Telt men beiderzijds L & Q op, dan krijgt men
a(Qp) = Qy +y & Q.
Stelt men
Qy= 9
dan wordt
éﬁ-i@‘.: Ch
o Q )
Nu is volgens (x x)
AQ = (7,9)Q,
dus " . .
A¢=(A+Qm+ﬂq (*g

X is symmetrisch bij K, Q antisymmetrisch, dus ¢ antisymmetrisch.
¢=Q) 1is een lineaire combinatie van uitdrukkingen

e(‘sysr)e(“s"’) — e(‘i’t) (m‘l\;goj SE‘:K),

waarbij wegens (x"x)
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aelis®) (%+J;%+5)e(f’1)

moet zijn, dus
(555) = (R+3,3+9).,

Anderzijds is ? van de vorm
?=SJ+7\9

dus S~1? -+ S“qn ,

(o+ 8”17\, J+S"1n) = (A+d,449),

dus volgens 79:

SM/"?\: ;\.’

dus S“qg = A+

¥

Wegens de antisymmetrie van ¢ en m, =1 is nu
n

S(A+d).

I

¢(v) =T g,y dot 8 el8(R+9),%)

dus

2 3 gdet S-e(s(%+57’t)
&

1) =

. det Soe(sa’t)

SeXK

Dit is H. Weyl's Charakterformule (bij hem transcendent bewezen).

88. Deze formule geldt natuurlijk alleen, waar de noeme¥ niet
verdwijnt, Waar dit wel het geval is, kan men de waarde van het quo-
ti&nt volgens L'Hospital bepalen., In het bijzonder doen we dit voor
T =0, d.w.z, voor de groepéén, De uitkomst geeft dan de dimensie van
de voorstelling met het gegeven gewicht + .

De grensovergang naar O wordt voltrokken langs z=t3 (t-—0),.
De teller is

sdet 8 e(8(A+),83) |y g4 o e(SJ’t(R:i))jQ(t(%+a))
3,:{-.(%4-5,0:) ~3 £ (A «d,un)
:z.ﬂ;“c)(e'. " : )

)
=Wm>o

(28(% ) 2t (0oedy (s, u)h.ln).

(¢ (Red,m)s.0)
De noemer is

T

x>0
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Het quoti&nt wordt voor t —0

TT“>O(§+J,a)

ki

dim R =~

(9, «)

Dit 1is H. Weyl's dimensieformule.

89, We komen nog terug op de voorstellingen van J?l en 1?1'met
halftallige hoogste gewichten. Uit de halftalligheid kan men gemak-
kelijk afleiden, dat zij de draaigroep (mg resp,VWB) niet eenduidig
voorstellen., Zij hatzn ook spin-voorstellingen, Men kan ze het han-

digste opschrijven met behulp van Clifford-algebras.

We nemen de draaigroep van de n-ruimte in die vorm aan, dat ze
een positief definiete kwadratische vorm invariant laat,; en wel de
een-vorm. De infinitesimale transformaties worden dan antisymmetri-
sche matrices, Zij Dab de matrix met op de plaats ab cen 1, op de
plaats ba een -1, De Dab(a ¢<b) vormen een basis van de Lie-algebra

P, D, =D

ab ba -~

[D..,D = 0 voor a#c,d; b#c,d,
ab’"cd

[D D_ . voor a¥b, b#ec, cia,

ab’Dbc] ac

1 i

[Dab’ch] = ~Dao

Men stelt 1 =[g& en verstaat onder a' de index a+l,

Als stam kan men kiezen de verzameling der

azglwaDaa’

Als takken krijgt men dan de
DopPgip1diD,y 1 #1D, 4y bij de wortelvorm _ti(wa+wb),
Dab+Da'b'+iDab'iiDa'b il(mawwb),

n voor nh oneven D i W
en voor an + lDa'n + 3

(b, a s1,bs1),
De uitdrukking 5
1

i

kan worden ontbonden in de vorm

o +§n
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. 2
(§1p1+..,+;npn) s
als men grootheden 2 invoert met

2

P, =1, PyPptPD, = O . (%)

Met deze P, kah men een assoclatieve algebra, de Cliffordalgebra
Cn’ construeren, Basls van Cn: de producten

& & €
-
Py P ey (e, = 0,1) (% *)

waarmee men overeenkomstig de relaties (x) rekent. De existentie
van Cn wordt inductief bewezen, Zij Cn een associatieve algebra met
de basis (+ ») en de relaties (x). Zij verder bekend dat

a = ~Pg
een involutorisch automorfisme in Cn definieert.

Tot elementen van C benoemt men de geordende paren van ele-

n+1
menten van Cn’ De optelling en vermenigvuldiging met een scalair

wordt op natuurlijke wijze gedefinieerd, verder:
(uq,ug)(vq,v2) = (u1v4+u2v2,u2v1+u1v2),
(u,,u,) = (Ty,-uy) .
Men rekent de gebruilkelijke wetten (in het bijzonder de associatief-
wet) na en verifieert, dat de bovenstreep weer een involutorisch

automorfisme bepaalt. Identificeert men (u,0) met u, dan is C, iso-

morf in Cn 4 ingebed.

+
(uqxug)(osq) = <u23u1)
(031)(u15u2) = (aéﬁaq)

(031) = “(031)~

Hiermee is de inductiestap voltooid, als men

(09’1) = pn_l_/]

stelt.

De ae graadselementen van Cn vormen een Lie-algebra I'!',waar-
bij -
Lu,v] = uv-vu

is gesteld. P en P!' zijn isomorf door middel van
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Dab*’%papb’

zoals gemakkelijk is na te gaan, We stellen P ' voor. door de
linksvermenigvuldigingen in C d.w.z. aan g ¢ ' beantwoordt de

afbeelding

n.?

Lq ! U - qu (u doorloopt Cn).

De stam van P'' wordt overeenkomstig die van I* gekozen; hij bestaat
dus uit de L, met

q
— L
q"zzaglahpﬁ%"
Voo
: a = $p,0,,
2 1
is = e -
d n
2 1
dus Lu=1L U= - — u,
q q2 n

Dus zijn de eigenwaarden van Lq alleen + $i. Als functies van

L
Q-—zzaélwﬁﬁ%t

zijn de mogelijke gewichten van de voorstelling dus de
1

Een vector horende bij het hoogste gewicht

i ] @

a s a

is
r o= (Pt ) (Potipg ). . (P +ipy ).

r is bron van de invariante lineaire deelruimte der
qr met qefl?',

Hier hebben we dus inderdaad een irreducibele voorstelling met het

hoogste gewicht ™, voor 1$i en =, voor 2?1. Om ®, voor ﬁi te

verkrijgen, vervange men r door
(p4+1p5) (potipd) .. (P _4+i2 (5 gy 1) (py-1py,).

Eeﬁiexpliciete voorstelling van de bijbehorende Lie-groepen ;
vindt men in Proc .Kon.Ned.Akad.v.Wet, A 59, 515-522 = Indagationes
18 (1956),






Correcties betreffende cursus "Lie-grbdeépen in meetkundige be-
handeling“gegeven door Prof.Dr. H. Freudenthal te Eindhoven,
1959—1960 o

p.512, regel 6 v.o.: eind van de regel toevoegen: noemen
p.12a, regel 3: afbeeldingen

p.13 , regel 10 v.o.: %X = —e—sc(t)c(t) %% esc(t)+ enz.
\J S ‘

p.15 , regel 5: ae'c enz.

regel 7 v.0.: homomorfisme 1.p.v. afbeelding

regel 10 v.0.: dubbelpunt achter ec‘
p.17, regel 1: ondergroepen i.p.v. sinusgroepen

regel 14 v.o.: inductief i.p.v. instructief
p.20, regel 15 v.o0.: ideaal want [P, [P, 1]e [P\ Jenz.

p.21, regel 6-T:
17 ((ba'qb'q)'1A(ba'1b'1)+(a‘1b’1)’1B(a'1b'4)
—(a'qb—q)_1A(a_1b-1)—bBb-1 )

=aba

p.22, régel 18 v.o.: G i.p.v. & ,
p.-23, regel 6: Stelling van Lie - onderstrepen
p,28, regel 5: 2 @é(A) % enz.
p.28, regel 6 v.o.: "geeft" i.p.v. "heeft"; "de" schrappen
regel 5 v.o. schraﬁpen
regel % v.o. achter "een" inlassen "vari&teit. In 't alge-
meen is de"
Verder : dimensie =r-1.
regel 1 v.o.: "algemene" inlassen achter "elke"
p.29, regel 5: moet luiden: Dit geldt voor algemene X, dus voor

elke X geldt: & 1.

regel 15 v.o. "voorgesteld" i.p.v. "vastgesteld"
p.30 en volgende. De gothische v is niet erg duidelijk.
p.31, regel 9 v.o. "knoop" onderstrepen
p.34, regel 9: & i.p.v. d?f

regel 4 v.o.: halfenkelvoudige i.p.v. halfcirkelvormige

pP-25, regel 7: De laatste « moet een £ zijn.
regel 9: "+1" in de exponent schrappen.
regel 7 v.o.: ...de h met h ¢ nu alleen op ’L(h Yoo
regel 6 v.o0.: op het eind:i&(h ) o

o

p.36, regel 2: diml;(h )
(h- a(h)) o’ y=0 voor ye I
Q(ho) °



p.%6, regel

p.3%6, regel

?egel
p.373s regel
regel
regel
p.%9, regel

-2- |
4, toevoegeh: Ma(ng) % Shafhankelijk van de keube
Q

van h, & Po. I.p.v., Fm(hés kunnen we dus T zeggeﬁs
8: ...h, 1x=0... = "stam"

1 v.o.: Achter « inlassen: enp .

5: twee keer "op" i.p.v. "voor".

8: inlassen voor "z ¢ & ": "zelfs voor"

12, éind, inlassen "r ",

11: "eerste" i.p.v. "tweede"

p. 40: Tussen “1e en 2e regel inlassen de regel: z aantal identiek

verdwijnende wortels
regel 9: Achter "dus sp ?+§_=O" inlassen "in strijd met

het veronderstelde.

Tussen regel 13 en 12 v.o., dus boven

"

fx =20

inlassen de regel

p.41, regel

p-42, regel

regel
regel

regel
regel
regel

p.4%, regel
p.46,
p. 47, regel

regel

voort.

p.48, regel
p.50, regel
p.51, }egel

regel

hx = a(h)x
9 v.0.: een o ontbreekt; d.w.z.

M(h,,)
M- —ETH;T oK = enz,

23 x=y+crf+

5: is, te weten doot %uymxrh« enz. omdat %_& knoop,
11 v.o.: achter het laatste =-teken:
- a(h&)xo mod £,

5 v.0, f i.p.v. f+
4 v.o. "was" i.p.v. "eens"
2 xobo el enz.

7 y M+pt
17 v.o. "« -ladder" i.p.v. "ladder"
10: § i.p.v. ©

1 v.o.: zij brengen de (eindige) kaleidoskoopgroep

12 v.o.: ﬁmh=0 voor enz.
9: e& i.p.v. e',
6: W, i.p.v. W

P

11: Achter het laatste " ] " een accent.
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p.51, regel 11 v.o. e - i.p.v. e

4
oL

regel 2 v.o.: Nu is p<p, dus p=&+f< enz.
p.52, regel 6: (7) i.p.v. (6)

regel 8: (7) i.p.v. (6)

regel 9 v.o.: [ e} s e'_gz = enz.

regel 6 v.o.: [e'_,, e'_5 = enz.
p.53%, regel T7: Achter het tweede =-teken:

vo Yoo D, 8&eldt

regel qg }de streep boven v _ doortrekken, dus 3 keer
15 V- o
regel 7 v.o.: De komma bij N_ laten afzakken

O{:"{s
regel 2 v.0.: Achter QF' inlassen ",x#0".

1t n

p.54, regel 6: Achter "onderen" inlassen "is

p.55, regel 15 v.o. : "groep" i.p.v. 0,
p.57, 4e regel van No.52: ... m(hu) $0...

regel 7 v.o0.: A = -A',

regel 5 v.0.: A+A' =0.
p.58, regel 13: A+A'=0,
regel 15: K:SAS,
p.59, regel 10 v.o.: "positieve" i.p.v. "primitieve".

p.60, regel 5: Maar ook (Z:rixi, z:rjx'j); 0.
regel 14 baar. Immers gaat men van de door P als basis
bepaalde orde uit, dan blijken alle elemen-
p.61, regel 15 v.o.: Verwisselen de woorden "kortere" en"langere"
regel 8 v.o. (56) i.p.v. (55)
p.62, regel 14 v.o. (54) i.p.v. (53)

p.63, regel 12: § G.ij ?i 3 =0

p.66, regel 10: = i.p.v. &
p.68, regel 4,7,9,1%,14,15,16, v.o: = vervangen door £
regel 4 v.o.:

< _ P g -
p(P.8) 21 - 53 g+ S+
p.71, regel 5 v.o. ¢ i.p.v. &
regel 3 v.b. (56) i.p.v. (55)
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pP.75, regel 14 v.o.: achter ] inlassen "als functie van T "

regel 5 v.o.: klein kringetje i.p.v. stip
pP.7T7, regel 19 v.o.: "in" i.p.v. "en"
pP.78, regel 3 einde moet zijn: W(t)W(T?*)-1

regel 4: met |t -t%|g enz.
pP. 79, regel 12 eind: komma i.p.v. punt

regel 13:. "dan" i.p.v. "Dan"

regel 3 v.o.: v(0)=w(0)=€én, v(1)=w(1)
p.81, regel 7: "van" i.p.v. "voor"
p.82, regel 10 v.o.: Onder T :oteW i.p.v. «

regel 5 v.o.: hOeH i.p.v. hOH;

p.83, regel 4 eind: ...lim h_ = h, e &P

regel 8: "dergelijke" i.p.v. "deze"
regel 16: "echter" i.p.v. "elders"
regel 16 v,0.: van 2, schiet enz.
p.84, regel 5 eind: ...cVe le U
.89, regel 1 v.o.: 8=8 ... S
3
b
p.91, regel 10 v.o0.: (Hx,x)= \f(ET;)'f(a)x,x)d vol = enz.

P.93, regel 5 v.o.: ACx=CAx= AACX.

p.95, regel 8 v.o. toevoegen: ", pe¢,"
p.96, regel 5 v.o. "vormen" i.p.v. "noemen we"
pP.97, regel 4: "de" i.p.v. "een"

%1

regel 17 v.o.: "onder" i.p.v. "verder"
"de" i p v "del""
p.98, regel 5: fch-qac)d volc
p.99, regel 10 v.o.: ...dén-element...
p.100, regel 3: "co&fficisnten" i.p.v. "exponenten"
regel 10: Z:uij(xixj—xjxi— {xixj ])vij (2)

regel 11: komma achter X
regel 12 v.o.: achter minimaal inlassen =m
regel 6 v.o.: ... Zij WGRm van de

p.101, regel 5 v.o.: 1ling (5) in Rm__,l zijn.

pP103, regel 13%: z=X. ... X. ... X.
14 1a n
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104,

.106,

107,
108,

. 109,
110,
13,

A4,

121,

22,

127,

regel 16 v.o z=zia ay
regel 9 v.o.: "het spoor" i.p.v. "een spoor".
regel 12: E_“; = 0
regel 11 v.o.: E—axj+1 = ijj
regel 2,5,8,1%,15 steeds -2 i.p.v. 2
regel 15 v.o. op 't eind ® aanvullen
régel 5-3 v.o.
N+3 _oN+Z N+2 o oN+3
E_‘(x E_'By_’E:_'m_%E'_PE_'m Y+(°°')E-a‘ E_@Jy_.,._E;ﬁE_& y+(
N+2 N+1 N )
E_ y+(,,u)ELP_2& ~m y+(u,,)E*p_5uE_uy=O .

regel
regel
regel
regel
regel
regel

regel

regel

regel

regel
regel

16: p'z p"+mz p". Dus

1v.0.: ... was p=(®-pp )+((p+1)p~a) som van

h: N\~px met p geheel z O, § 2.
T: geheel, 20, §
g v.o.: Shy = hg s Se, = veelvoud van eq
: g =1°F -

a S 1a ,
12: g ox=f , x=A(S h)x=((SN)(n))x,

h -1,

S h

3 v.0.

(x,x+2a)mk = ((A+T, 8+~ (J,Jﬁ)mx= enz.

12: voor =-teken inlassen
RE

5 v.0. haakje sluiten
4 v.o.:

(p4+ipg1) (po+ipot)... enz.

en A van A een som

o

... )E

n(}—m
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